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本 书 是 牛津 大 学 离散 数学 教材 。 与 传统 方法 不 同 的 是 ， 本 书 通过 大 量 的 示例 和 练习 ， 辅 以 





相应 的 教学 方法 ， 使 学 生 在 实践 中 深化 对 离散 数学 的 理解 。 


本 书 特点 


© 通过 大 量 易 懂 的 范例 和 习题 介绍 离散 数学 这 一 课程 。 
e 把 理论 知识 和 一 系列 实际 应 用 联系 起 来 ， 为 理论 计算 机 科学 提供 了 坚实 的 基础 。 
© 采用 了 Zz 形式 描述 技术 中 的 演绎 系统 ， 为 描述 和 验证 计算 机 系统 蔓 定 了 数学 基础 。 
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目前 任教 于 牛津 大 学 ， 担 任 软 件 工程 项 目 主 
任 。 他 拥有 牛津 大 学 的 计算 机 专业 硕士 和 博 
士 学 位 。 他 曾 在 牛津 大 学 、 牛 津 鲁 斯 金 学 院 和 北 伦敦 大 学 讲授 各 种 居 次 离散 数 
学 课程 ,拥有 丰富 的 教学 经 验 和 理论 知识 ， 以 在 教学 中 善于 结合 实际 需求 著称 。 
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本 书 通过 大 量 简单 易 懂 的 示例 和 练习 介绍 了 有 关 离散 数 学 的 基本 概念 与 基础 知识 ， 并 把 
理论 知识 与 一 系列 实际 应 用 联系 起 来 。 主要 内 容 包 括 : 命题 逻辑 和 谓词 还 辑 、 类 型 集合 论 、 
布尔 人 代数、 关系、 函数、 序列、 归纳 法 、 图 论 、 组 合 数学 等 。 通 过 适当 的 教学 方法 ， 可 以 加 
深 学 生 对 离散 数学 的 理解 。 

本 书 适合 所 有 学 习 离 散 数 学 的 学 生 ， 并 可 作为 相关 专业 的 教材 。 
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离散 数学 是 计算 机 及 有 关 学 科 的 一 门 最 重要 的 基础 课程 。 正 内 如 此 . 目前 已 经 有 许多 离 
散 数学 的 教科 书 和 教学 参考 书 ， 其 中 既 有 国内 学 者 编写 的 ， 也 有 从 国外 教材 翻译 过 来 的 ， 还 
有 直接 引进 的 原版 、 影 印 版 图 书 。 而 本 书 在 这 诸多 的 教科 书 中 又 添加 了 一 本 。 

然而 ， 与 绝 大 多 数 离散 数学 的 教科 书 相 比 ， 本 书 至 少 有 两 个 不 同 的 地 方 。 

首先 ， 本 书 的 作者 听 到 了 来 自 不 同 读者 群 的 两 个 共同 的 呼声 我 们 需要 更 多 的 例子 来 党 
握 这 些 复杂 多 样 的 概念 和 规则 ， 我 们 需要 知道 离散 数学 与 计算 的 关系 。 本 书 对 这 两 个 呼声 给 
子 了 充分 的 回应 。 本 书 不 是 对 定义 和 规则 的 罗列 ， 而 是 对 每 一 个 概念 和 规则 均 给 出 了 具体 
的 、 通 常 是 日 常生 活 或 计算 中 的 示例 ， 同 时 又 给 出 了 相应 的 练习 ， 让 读者 通过 示例 和 练习 在 
不 知 不 觉 中 掌握 这 些 概念 和 规则 ， 领 会 它们 与 计算 的 关系 。 不 仅 如 此 ， 本 书 还 专门 以 出 一 章 
来 介绍 、 讲 解 离散 数学 在 各 种 类 型 的 系统 中 的 建 模 以 及 在 相应 模型 中 进行 推理 的 应 用 ， 包 括 
对 程序 设计 语言 中 变量 的 建 模 、 对 现今 广 为 运 用 的 搜索 引擎 的 抽象 建 模 、 对 数据 结构 的 抽象 
描述 、 对 数字 电路 的 建 模 以 及 对 数据 库 和 知识 库 系 统 的 抽象 描述 。 

其 次 ， 本 书 采用 了 2Z 形式 描述 技术 中 的 演绎 系统 ， 并 在 书 中 大 量 使 用 了 这 一 描述 技术 。 
Z 形 式 描述 技术 是 一 种 新 额 、 强 大 的 描述 技术 ， 通 过 采用 这 样 一 种 描述 技术 ， 我 们 既 可 以 了 
解 计算 机 理论 的 前 沿 研 究 ， 又 可 以 领会 理论 研究 的 重要 性 和 实用 性 ， 对 培养 理论 研究 的 能 
力 、 提 高 理论 研究 的 兴趣 都 有 极 大 的 益处 。 

这 些 特 色 使 本 书 从 本 质 上 不 同 于 其 他 离散 数学 的 参考 书 ， 不 论 是 作为 教科 书 还 是 作为 教 
师 和 学 生 的 参考 用 书 都 具有 非常 大 的 价值 。 


译 者 
2004 年 9 月 





出 版 者 的 话 


文艺 复兴 以 降 ， 源 远 流 长 的 科学 精神 和 逐步 形成 的 学 术 规范 ， 使 西方 国家 在 自然 科学 的 
各 个 领域 取得 了 垄断 性 的 优势 ;也 正 是 这 样 的 传统 ， 使 美国 在 信息 技术 发 展 的 六 十 多 年 闻名 
家 硅 出 、 独 领 风 骚 。 在 商业 化 的 进程 中 ， 美 国 的 产业 界 与 教育 界 越 来 越 紧 密 地 结合 ， 计 算 机 
学 科 中 的 许多 泰山 北斗 同时 身 处 科研 和 教学 的 最 前 线 ， 由 此 而 产生 的 经 典 科 学 著作 ， 不 仅 擎 
划 了 研究 的 范畴 ， 还 揭 更 了 学 术 的 源 变 ， 婚 遵循 学 术 规范 ， 又 自 有 学 者 个 性 ， 其 价值 并 不 会 
因 年 月 的 流逝 而 减退 。 

近年 ,在 全 球 信息 化 大 潮 的 推动 下 ,我国 的 计算 机 产业 发 展 迅猛 ， 对 专业 人 才 的 需求 日 
益 迫 切 。 这 对 计算 机 教育 界 和 出 版 界 都 既是 机 遇 ， 也 是 挑战 ; 而 专业 教材 的 建设 在 教育 战略 
上 显得 举足轻重 。 在 我 国信 息 技 术 发 展 时 间 较 短 、 从 业 人 员 较 少 的 现状 下 ， 美 国 等 发 达 国 家 
在 其 计算 机 科学 发 展 的 几 十 年 间 积 淀 的 经 典 教材 仍 有 许多 值得 借鉴 之 处 。 因 此 ， 引 进 一 批 国 
外 优秀 计算 机 教材 将 对 我 国 计 算 机 教育 事业 的 发 展 起 积极 的 推动 作用 ， 也 是 与 世界 接轨 、 建 
设 真正 的 世界 一 流 大 学 的 必由之路 。 

机 械 工业 出 版 社 华章 图 文 信息 有 限 公司 较 早 意识 到 “出 版 要 为 教育 服务 ”"。 自 1998 年 开始 ， 
华章 公司 就 将 工作 重点 放 在 了 六 选 、 移 译 国外 优秀 教材 上 。 经 过 几 年 的 不 懈 努 力 ， 我 们 与 
Prentice Hall, Addison-Wesley, McGraw-Hill, Morgan Kaufmann 等 世界 著名 出 版 公司 建立 了 
良好 的 合作 关系 ， 从 它们 现 有 的 数 百 种 教材 中 甄选 出 Tanenbaum Stroustrup, Kernighan, 
Jim Gray 等 大 师 名 家 的 一 批 经 典 作品 ， 以 “计算 机 科学 丛书 ”为 总 称 出 版 ， 供 读者 学 习 、 研 
究 及 皮 藏 。 大 理 石 纹理 的 封面 ， 也 正体 现 了 这 套 丛 书 的 品位 和 格调 。 

“计算 机 科学 丛书 ”的 出 版 工作 得 到 了 国内 外 学 者 的 蜀 力 圳 助 ， 国 内 的 专家 不 仅 提供 了 中 
肯 的 选 题 指导 ， 还 不 辞 劳苦 地 担任 了 翻译 和 审 校 的 工作 ; 而 原 书 的 作者 也 相当 关注 其 作品 在 
中 国 的 传播 ， 有 的 还 专 诚 为 其 书 的 中 译本 作 序 。 迄 今 , “计算 机 科学 丛书 ”已 经 出 版 了 近 百 个 
品种 ， 这 些 书 籍 在 读者 中 树立 了 和 良好 的 口碑 ， 并 被 许多 高 校 采用 为 正式 教材 和 参考 书籍 ， 为 
进一步 推广 与 发 展 打下 了 坚实 的 基础 。 

随 着 学 科 建 设 的 初步 完善 和 教材 改革 的 逐渐 深化 ， 教 育 界 对 国外 计算 机 教材 的 需求 和 应 
用 都 步 人 一 个 新 的 阶段 。 为 此 ， 华 章 公司 将 加 大 引进 教材 的 力度 ， 在 “华章 教育 ”的 总 规划 
之 下 出 版 三 个 系列 的 计算 机 教材 : 除 “ 计 算 机 科学 丛书” 之 外 ， 对 影印 版 的 教材 ， 则 单独 开 
辟 出 “经 典 原 版 书库 ”; 同时 ， 引 进 全 美 通行 的 教学 辅导 书 “Schaum's Outlines” 系 列 组 成 
“全 美 经 典 学 习 指 导 系 列 "。 为 了 保证 这 三 套 从 书 的 权威 性 ， 同 时 也 为 了 更 好 地 为 学 校 和 老师 
们 服务 ， 华 章 公 司 聘请 了 中 国 科 学 院 、 北 京 大 学 、 清 华 大 学 、 国 防 科技 大 学 、 复 旦 大 学 、 上 
海 交通 大 学 、 南 京 大 学 、 浙 江 大 学 、 中 国 科技 大 学 、 险 尔 滨 工业 大 学 、 西 安 交通 大 学 、 中 国 
人 民 大 学 、 北 京 航空 航天 大 学 、 北 京 邮 电大 学 、 中 山大 学 、 解 放 军 理工 大 学 、 郑 州 大 学 、 湖 
北 工学 院 、 中 国 国家 信息 安全 测评 认证 中 心 等 国内 重点 大 学 和 科研 机 构 在 计算 机 的 各 个 领域 
的 著名 学 者 组 成 “专家 指导 委员 会 "， 为 我 们 提供 选 题 意 见 和 出 版 监督 。 

这 三 套 丛 书 是 响应 教育 部 提出 的 使 用 外 版 教材 的 号 召 ， 为 国内 高 校 的 计算 机 及 相关 专业 
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的 教学 度 身 订 造 的 。 其 中 许多 教材 均 已 为 M. IT., Stanford, U.C. Berkeley, C. M. U. 等 世界 
名 牌 大 学 所 采用 。 不 仅 涵 盖 了 程序 设计 、 数 据 结构 、 操 作 系 统 、 计 算 机 体系 结构 、 数 据 库 、 
编译 原理 、 软 件 工程 、 图 形 学 、 通 信和 与 网 络 、 离 散 数 学 等 国内 大 学 计算 机 专业 普遍 开设 的 核 
心 课程 ， 而 且 各 具 特 色 一 一 有 的 出 自 语言 设计 者 之 手 、 有 的 历经 三 十 年 而 不 衰 、 有 的 已 被 全 
世界 的 儿 百 所 高 校 采用 。 在 这 些 圆 熟 通 博 的 名 师 大 作 的 指引 之 下 ， 读 者 必 将 在 计算 机 科学 的 
宫殿 中 由 登 堂 而 人 室 。 

权威 的 作者 、 经 典 的 教材 、 一 流 的 译 者 、 严 格 的 审 校 、 精 细 的 编辑 ， 这 些 因素 使 我 们 的 
图 书 有 了 质量 的 保证 ， 但 我 们 的 目标 是 尽善尽美 ， 而 反馈 的 意见 正 是 我 们 达到 这 一 终极 目标 
的 重要 帮助 。 教 材 的 出 版 只 是 我 们 的 后 续 服 务 的 起 点 。 华 章 公 司 欢迎 老师 和 读者 对 我 们 的 工 
作 提 出 建议 或 给 予 指正 ， 我 们 的 联系 方法 如 下 : 


电子 邮件 : hzedu@hzbook.com 

联系 电话 : (010) 68995264 

联系 地 址 : 北京 市 西城 区 百 万 庄 南 街 1 号 
邮政 编码 : 100037 
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教师 反馈 表 


McGraw-Hil 公 司 是 美国 著名 的 教育 图 书 出 版 公司 ， 出 版 了 很 多 著名 的 计算 机 、 工 程 类 、 经 济 
管理 类 以 及 人 文 社 科 类 图 书 。 

我 们 十 分 重视 对 广大 教师 的 服务 ， 开 发 了 教师 手册 、 习 题解 答 等 教学 课件 以 及 网 上 资源 。 如 
果 您 确认 将 本 书 作 为 指定 教材 ， 请 您 务必 填 好 以 下 表格 并 经 系 主任 签字 盖 章 后 寄 回 我 们 的 联系 地 
址 ，McGraw-Hill 公 司 将 免费 向 您 提供 英文 原版 的 教师 手册 或 其 他 教学 课件 。 
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北京 市 海淀 区 知春 路 76 号 
滩 宫 饭店 写字 楼 1408 室 北京 100086 

Tel: 800-810-1936 ext.6023/6032 

Fax: 010-6263 8354 
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第 1 章 


1.1 学 习 动 机 


对 于 许多 计算 机 科学 及 相关 学 科 的 学 生 
来 说 ， 离 散 数学 可 能 是 一 门 非常 难 学 的 课 
程 。 同 时 ， 它 也 是 一 门 非常 难 教 的 课程 。 这 
门 课程 之 所 以 难 学 、 难 教 ， 有 以 下 二 个 主要 
原因 。 第 一 ， 对 于 很 多 学 生 ， 即 便 是 那些 有 
相当 数学 背景 的 学 生 ， 学 习 离 散 数学 通常 意 
味 着 要 以 全 新 的 思考 方式 来 考虑 问题 。 第 
二 ， 也 是 更 有 争议 的 原因 是 ， 现 在 的 计算 专 
业 大 学 生 在 开始 大 学 生活 之 前 没有 接受 足够 
的 数学 训练 。 第 三 ， 也 是 最 根本 的 原因 是 ， 
离散 数学 课程 中 所 教授 的 一 些 技 术 相 对 比较 


EF 

作者 曾 在 四 所 学 校 (牛津 大 学 、 牛 津 布 
鲁 克 斯 大 学 、 伦 敦 北方 大 学 以 及 牛津 大 学 鲁 
斯 金 学 院 ) 对 各 个 层次 的 学 生 讲 授 过 离散 数 
. 学 课程 ， 讲 授 对 象 包括 本 科 生 、 研 究 生 和 预 
科 牛 ， 包 括 全 日 制 学 生 和 业余 学 生 。 不 论 是 
哪个 层次 、 哪 种 类 型 的 学 生 ， 在 学 习 离 散 数 
学 的 学 后 中 总 能 听 到 两 个 熟悉 的 呼声 。 

第 一 个 熟悉 的 呼声 是 : 

“我 想 我 理解 这 门 技术 ， 但 是 我 需要 更 
多 的 例子 和 习题 来 加 以 确认 。” 

以 作者 的 观点 ， 通 过 范例 学 习 是 很 多 学 
生 学 习 离散 数学 的 最 佳 途径 。 从 各 种 意义 上 
讲 ， 离 散 数学 是 一 种 "碰撞 型 运动 *， 为 了 精 
通 离散 数学 ， 学 生 需 要 大 量 的 练习 。 现 在 并 
不 缺乏 离散 数学 的 教学 参考 书 ， 但 是 ， 除 个 
别 外 ， 绝 大 多 数 离 散 数 学 的 教材 都 没有 提供 
足够 的 练习 和 范例 来 帮助 那些 觉得 离散 数学 
难 学 的 学 生 。 

第 一 个 熟悉 的 呼声 是 : 

“这 与 计算 有 什么 关系 ?” 


导 É 


许多 为 计算 专业 的 学 生 所 写 的 离散 数学 
教材 都 没 能 把 所 教 的 内 容 和 计算 的 世界 很 好 
地 联系 起 来 。 虽 然 从 学 术 的 角度 上 看 ， 许 多 
这 方面 的 教材 都 很 优秀 ， 但 是 ， 它 们 没有 向 
读者 充分 展示 所 讲 的 技术 与 计算 应 用 的 
关联 。 

因此 ， 本 书 有 两 个 目的 : 

: 第 一 ， 通 过 易 懂 的 范例 和 习题 介绍 

离散 数学 这 一 科目 (第 2 章 至 第 13 
E), 
。 第 二 ， 把 第 2 章 至 第 13 章 所 介绍 的 
理论 知识 和 一 系列 实际 应 用 联系 起 
来 (第 14 章 )。 

本 书 在 每 章 的 最 后 给 出 了 该 章 所 有 练习 
的 解答 ， 以 便 尽 可 能 为 学 生 提供 帮助 。 囊 心 
希望 读者 不 要 滥用 这 一 特殊 的 安排 ,不 要 过 
早 翻 看 解答 。 


1.2 教材 内 容 


本 书 在 教材 内 容 上 的 选择 受到 了 以 下 事 
实 的 影响 ， 以 作者 的 观点 ， 在 计算 机 科学 中 
离散 数学 有 两 个 用 途 。 第 一 个 是 为 理论 计算 
机 科学 提供 坚实 的 基础 。 大 多 数 “ 传 统 ” 离 散 
数学 课程 以 此 为 目标 进行 教学 。 离 散 数学 在 
计算 机 科学 中 的 第 二 个 用 途 是 为 形式 描述 技 
术 葛 定数 学 基础 ， 而 形式 描述 技术 则 是 描述 
和 验证 计算 机 系统 的 数学 表示 法 。 一 些 离散 
数学 的 课程 ， 特 别 是 在 英国 新 式 大 学 所 教授 
的 离散 数学 课程 ， 是 特意 为 此 目的 而 开设 
的 。 这 一 影响 可 在 第 3 章 找 到 ， 那 里 介绍 的 
自然 演绎 系统 是 Z 形式 描述 技术 中 的 演绎 
系统 (参见 LWD96])。 作 者 的 意图 是 使 本 书 
适合 于 两 种 类 型 的 离散 数学 课程 。 因 此 ， 也 
许 传统 离散 数学 教材 的 读者 对 讨论 序列 的 章 
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节 感 到 意外 ， 这 些 读者 可 以 跳 过 这 些 内 容 ， 
如 第 14 章 ， 那 里 展示 了 若干 序列 的 应 用 实 
例 。 另 外 ， 和 希望 学 习 类 型 集合 论 和 作为 形式 
方法 的 谓词 逻辑 的 读者 也 许 会 对 诸如 布尔 代 
数 、 岁 论 、 组 合 学 的 有 关 章 节 感 到 证 异 ， 这 
些 读者 可 以 跳 过 这 些 章节 。 

有 两 个 因素 影响 了 参考 文献 的 筛选 。 第 
一 个 因素 是 ， 由 于 本 书 的 性 质 ， 对 于 某 些 课 
程 或 读者 来 说 ， 书 中 的 某 些 内 容 可 能 深度 不 
够 ， 对 于 这 种 情况 ， 作 者 给 出 了 进一步 学 习 
或 练习 用 的 参考 文献 。 这 种 情况 主要 出 现在 
第 12 章 和 第 13 章 ， 限 于 篇 幅 ， 作 者 对 图 论 
和 组 合 学 这 两 个 复杂 的 主题 只 做 了 较 浅 的 论 
述 ， 这 可 能 导致 一 些 读者 渴望 进一步 的 学 
习 。 对 这 两 个 主题 ， 作 者 给 出 了 辅助 教材 的 
建议 。 第 二 个 因素 是 ， 近 年 “科普 ”书籍 普遍 
流行 ， 例 如 ， 著 名 科学 家 、 哲 学 家 和 数学 家 
的 传记 以 及 数学 定理 (其 至 是 数 ) 的 历史 等 都 
登 上 了 畅销 书 的 排行 榜 。 基 于 这 一 形势 ， 作 
者 在 本 书 的 适当 位 置 为 感 兴趣 的 读者 指出 了 
在 离散 数学 的 各 种 课题 的 发 展 中 起 到 关键 作 
用 的 人 物 的 生平 及 其 研究 的 参考 资料 9 。 


1.3 组 织 结构 


本 书 的 组 织 结构 如 下 : 

第 2 章 介 绍 数 的 基本 概念 。 我 们 特别 关 
注 自然 数 和 Peano 算术 ， 使 用 Peano 算术 的 
自然 数 表 示 导 出 证 明和 递归 函数 的 核心 概 
您 ， 这 些 话题 会 在 以 后 章节 进一步 讨论 。 

第 3 章 讨 论 命题 逻辑 ， 包 括 原子 命题 和 
命题 逻辑 运算 符 。 介 绍 若干 建立 给 定 命题 真 
假 性 的 方法 : 替换 、 真 值 表 、 证 明 树 和 等 值 
推理 。 虽 然 通过 证 明 树 (或 自然 演绎 ) 的 证 明 
是 建立 命题 逻辑 的 定理 的 一 般 方法 ， 但 是 可 
以 使 用 的 规则 却 通常 与 特定 的 系统 相关 。 我 
们 选择 的 系统 是 与 形式 描述 相关 的 Z 系统 。 





O 在 这 个 方面 ，[Gri99] 是 一 个 很 好 的 参考 文献 。 


第 4 章 讨论 (无 类 型 ) 集 合 论 ， 介 绍 文 氏 
图 和 基本 集合 运算 符 。 

第 5 章 讨 论 布尔 代数 。 命 题 逻辑 和 集合 
论 都 是 布尔 代数 的 实例 。 在 给 出 布尔 代数 的 
抽象 概念 后 ， 展 示 它 与 命题 逻辑 和 集合 论 的 
结构 的 关系 。 

第 6 章 回 到 集合 论 的 话题 。 指 出 无 类 型 

合 论 的 缺点 ， 并 介绍 类 型 集合 论 。 在 建立 
类 型 集合 论 之 后 ， 继 续 讨 论 集 合 描述 (set 
comprehension) #fl £8 -F JLE | & A i£ B5] E 
念 ， 这 些 概念 是 第 8、9、10 章 的 基础 。 

第 7 章 在 第 2 章 和 第 6 章 的 基础 之 上 引 
出 谓词 逻辑 。 介 绍 存在 量词 和 全 称 量词 ， 然 
后 讨论 自由 变 元 、 约 束 变 元 以 及 替换 。 

在 第 6 章 介 绍 了 笛 卡 儿 积 之 后 ， 第 8 章 
讨论 关系 。 介 绍 关系 的 基本 概念 ， 然 后 讲述 
关系 的 运算 和 性 质 。 

第 9 章 描述 函数 的 概念 。 函 数 是 特殊 的 
关系 。 与 关系 一 样 ， 讨 论 函数 的 运算 和 性 
质 。 另 外 ， 还 讨论 递归 函数 的 高 级 话题 。 

第 10 章 讨 论 序列 。 讲 解 序列 的 必要 性 
及 如 何 用 函数 表示 序列 ， 然 后 介绍 序列 上 的 
运算 。 . 
第 11 章 讨论 如 何 运用 数学 归纳 法 和 结 
构 归 纳 法 这 两 个 强 有 力 的 技术 来 证 明 形式 定 
义 的 结构 的 性 质 。 其 中 ， 使 用 数学 归纳 法 证 
明 自 然 数 的 性 质 ， 使 用 结构 归纳 法 证 明 序列 
等 结构 的 性 质 。 

第 12 章 介绍 图 论 。 给 出 图 论 的 基本 术 
语 ， 描 述 如 何 用 和 矩阵 和 集合 论 玫 示 图 。 然 后 . 
讲解 树 、 带 权 图 、 二 又 树 等 在 计算 中 起 重要 
作用 的 特殊 图 。 

第 13 章 讨论 组 合 数学 的 主题 。 组 合 数 
学 主要 讨论 如 何 确定 一 系列 事件 的 可 能 结果 
的 数目 。 首 先 回顾 阶乘 函数 等 数学 概念 ， 然 
后 介绍 排列 和 组 合 ， 最 后 讲解 使 用 树 形 图 来 
表示 可 能 结果 的 方法 。 





时 56 


3 





最 后 ， 第 14 章 展 示 如 何 将 前 面 章 节 所 
学 的 技术 运用 于 构筑 各 种 系统 的 模型 以 及 分 
析 这 些 系 统 的 性 质 ， 同 时 指出 将 前 述 话题 与 
计算 机 科学 相关 联 的 一 些 方 法 。 我 们 给 出 不 
同 规模 、 不 同 复杂 度 的 例子 ， 试 图 通过 将 前 
面 所 讲述 的 内 容 植 人 到 相关 的 计算 来 强调 它 
们 的 重要 性 。 首 先 ， 介绍 如 何 将 函数 运用 于 
一 个 小 型 程序 设计 语言 的 建 模 。 然 后 ， 讲 述 
万 维 网 的 搜索 引擎 以 及 如 何 建 立 搜索 引擎 的 
抽象 模型 。 接 着 ,讨论 栈 和 队列 的 概念 是 如 
何 与 序列 相关 联 的 。 从 14. 4 节 将 看 到 第 5 
章 介 绍 的 布尔 代数 的 概念 和 技术 可 以 运用 于 
数字 电路 的 设计 。 然 后 ， 通 过 展示 如 何 使 用 
谓词 逻辑 和 类 型 集合 论 描 述 一 个 简单 的 数据 
库 来 示例 形式 描述 。 最 后 ， 展 示 在 知识 库 管 
理 系 统 中 如 何 运 用 谓词 逻辑 。 
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第 2 章 


本 章 介 绍 以 后 各 章 所 需 的 若干 数学 基本 
概念 。 首 先 介绍 自然 数 。 然 后 ， 讲 述 称 之 为 
Peano 算术 的 自然 数 的 形式 表示 ， 利 用 
Peano 算术 引出 证 明 的 概念 。 最 后 ， 介 绍 另 
外 两 类 数 : 整数 和 实数 。 


2.1 自然 数 


的 确 ， 离 散 数学 的 基础 是 集合 论 和 命题 
逻辑 ， 这 些 本 书 都 将 论述 。 然 而 ， 在 学 习 这 
些 论题 之 前 ， 我 们 需要 讨论 一 个 更 基本 的 概 
d: 自然 数 (natural number), 

自然 数 是 从 0 开始 的 非 负 整数 ， 即 0、 
1、2、3， 等 等 。 所 有 自然 数 所 组 成 的 集合 
记 为 NM 。 

例 2.1 57 在 N 中 出 现 , 但 一 57、5.7 
及 一 5.7 等 不 在 K 中 出 现 。 

练习 2.1 下 面 哪些 数 是 自然 数 ? 

1. 0 

2. —1 

3. 1.2 

有 两 个 自然 数 上 的 运算 (operation) 是 读 
者 也 许 不 熟悉 但 在 后 面 的 学 习 中 很 重要 的 : 
div 和 mod。 这 两 个 运算 本 质 上 就 是 初中 或 
高 中 所 学 的 除 运算 和 求 余 运算 ， 对 于 自然 数 
m 和 浊 0 BRA n, m div n 返回 m Rn 
的 整数 部 分 ，m mod n 返回 m 除 以 HA 
数 部 分 。 

例 2.2 

7 div 3=2 

7 mod 3=1 

练习 2.2 计算 下 列 各 式 。 

1. 10 div 10 





























m 


. 10 div 1 
. 10 div 3 
. 10 mod 10 
. 10 mod 1 
.10 mod 3 « 
在 后 面 章节 中 我 们 将 使 用 的 另外 两 个 自 
然 数 上 的 运算 符 是 求 和 (sum) 和 求 积 
《product) 运 算 符 ,分 别 记 作 2) RTT. 前 
者 是 加 运算 符 的 扩展 ， 后 者 是 乘 运算 符 的 
扩展 。 
例 2.3 求 和 运算 符 可 用 于 表示 1 到 5 
的 自然 数 的 和 : 





mn OO fF WwW N 











2j 
其 中 ,下 标 i==1 表示 变量 i 从 1 开始， 整个 
RF IE i 的 所 有 可 能 取 的 值 (从 下 标 1 到 


上 标 5) 并 求 这 些 值 的 和 。 即 


> 人 1 一 1 十 2+3 十 4 十 5 
i=] 
= 15 口 
10 
例 2.4 AFD) 表示 5 和 10 之 间 


的 所 有 自然 数 的 平方 和 ， 包 括 5 和 10 的 平 
方 。 即 


10 
Dp?) = 5! - 6 +7? +8? «9 + 10? 
= 25 + 36 + 49+ 64 + 81+ 100 
= 355 C 
练习 2.3 计算 下 列 各 式 。 





O 注意 : 有些 离散 数学 的 教科 书 不 把 0 作为 自然 数 ， 本 书 把 0 作为 自然 数 。 





E 
N 
* 

















3. Sa mod 3) 


AF DGO 表示 对 P KAA AT REAR 


和 ， 其 中 i 在 1 和 5 之 间 取 值 , 包括 1 和 5。 
但 是 ， 当 我 们 把 求 和 公式 写成 


Mao 
时 ， 它 表示 对 六 的 所 有 可 能 值 求 和 ， 其 中 
在 1 和 0 之 间 取 值 。 显 然 ， 不 存在 这 样 的 取 
值 。 因 此 ， 求 和 的 结果 是 0。 
下 面 的 规则 指出 一 般 的 情况 。 





规则 2.1 BEEEHHRK m fon wv 
及 任意 的 数学 公式 +， 如 果 m<n, N 
3-0 口 
例 2. 5 B 
De = " 
526 — 
YGü-p-2o o 


求 积 运算 符 || 的 语法 (书写 格式 ) SR 
和 运算 符 相 同 。 

例 2.7 xr] 表示 1 到 5 之 间 所 有 
自然 数 的 乘积 ， 包 括 ] 和 5。 即 


Ili -1x2xaxa4xs 


i-i 


= 120 L 
$1 2.8 
19 
IlGx22dx2x(x2Dxcc 
X2) X (8X 2) X (9X2) 
x (10 X 2) 
= 10X12X 14 X 16X 18 x 20 
= 9 676 800 口 
练习 2.4 计算 下 列 各 式 。 
MEE 
i=l 


2. [G div 2) 


3 IIO) m 

与 求 和 的 情况 相同 ， 如 果 求 积 运算 中 的 
变量 的 上 限 小 于 下 了 有限， 那么 求 积 的 结果 
是 0。 

规则 2.2 对 于 任意 给 定 的 自然 数 m 和 
n 以 及 任意 的 数学 公式 1， 如 果 m<n, 8 











IT =° m 

例 2.9 ] 
Te =0 UU 

例 2.10 
I[á-0 70 " 


将 在 第 12 章 使 用 的 另 一 个 数学 概念 是 
对 数 (logarithm)， 我 们 特别 关心 的 是 以 2 
为 底 的 对 数 (base 2 logarithm), 

给 定 任意 自然 数 n, logon 表示 以 2 为 
底 的 的 对 数 。 这 是 满足 下 面 等 式 的 数 c: 

例 2.11 AA 2°=8, 我 们 有 log,8— 
3。 因 为 2 二 32 及 25 —64, RTA log, 32— 
5 及 log;64—6, 口 

更 多 的 情况 是 ， 对 于 自然 数 n, logan 
的 值 不 是 自然 数 。 例 如 ， 可 以 从 log:2 = 1 
和 1og;4—2 得 出 log:3 是 1 和 2 之 间 的 某 个 
数 ， 显 然 log:3 不 是 自然 数 。 对 于 这 种 情 
况 ， 我 们 可 以 “ 舍 入 ”或 “使 去 ”结果 。 例 如 ， 
用 Llog:3 表示 不 超过 log, 3 的 最 大 自然 数 ， 
用 [log:3 | 表示 不 小 于 log:3 的 最 小 自然 数 。 
即 Llog:3 J=1, [1og;3 |=2, 


练习 2.5 计算 下 列 各 式 。 
1. log;1 

2. log; 2 

3. log; 128 


4. [log,50 | 





数 


N 





5. [log.50 J 

6. [1og. 70 ] 

7. | log. 70 | g 

内 为 绝 大 多 数 读者 部 熟悉 自然 数 的 概 
念 ， 所 以 下 一 节 将 通过 这 些 概念 引出 证 明 
roo) HEE. 


2.2 Peano 算术 


Peano 算术 rh -- 28 Zl el E F5 Be HE ARE 
质 的 规则 组 成 。 其 中 的 4 条 规则 . 或 称 公 
理 ， 如 下 所 人 下 (第 5 条 公理 将 在 第 11 EA 


1. 0 SERB. 

2. £c EMR Merl wen 
然 数 。 

3. 不 存在 满足 xz 十 1=0 的 自然 数 x, 

i， 给 定 自然 数 x 和 y， 车 x 一 1 二 v 十 1 
WY a=, 

HP A ZS AD BRT FEST RK B 
^. 根据 公理 1，0 是 自然 数 。 因 为 0 是 自 
然 数 ， 根 据 公 理 2，0 一 1 也 是 自然 数 。 因 为 
OF 1 是 自然 数 ， 根据 公理 2， 0 十 1 十 1 也 是 
日 然 数 。 因 为 0 二 1 十 1 是 自然 数 ， 根据 公 理 
2. 0 十 1 十 1+1 也 是 自然 数 。 当 然 、 这 一 过 
程 可 以 无 休止 地 持续 下 去 ， 构 造 出 每 个 自 
然 数 。 

第 3 条 公理 规定 ， 构 造 自然 数 的 过 程 确 
实 是 从 0 开始 : 没有 比 0 小 的 自然 数 。 

Tri. HE 4 使 我 们 可 以 决定 两 个 自然 
BE AS. 

有 - 件 重 要 的 事情 需要 注意 ，Peano 算 
术 表 明 可 以 用 两 个 概念 完整 地 定义 自然 数 ， 
ME CROM -个 运算 十 1。 

练习 2.6 使 用 Peano 算术 的 公理 ,证 
有 明 0 上 1 是 自然 数 。 Li 


练习 2. 6 的 证 明 展 示 了 如 何 使 用 Peano 
算术 的 规则 证 实 0 十 1 是 自然 数 。Peano $$ 
术 形 式 地 处 理 自 然 数 ， 从 而 使 得 可 以 证 明 这 
样 的 性 质 ; 本 书后 面 都 是 如 此 : 提出 形式 系 
5t. 把 它 作 为 现实 世界 的 实体 的 模型 ， 同 
时 .同样 重要 的 是 ,证明 这 些 形 式 表示 的 
性 质 。 
当然 ， 如 果 只 能 确定 两 个 白 然 数 是 否 相 
等 。 那么 对 我 们 来 说 自然数 的 用 途 就 很 有 限 
了 。 在 第 9 章 我 们 将 看 到 函数 (function) 的 
D: 日 然 数 上 的 函数 包括 减法 、 乘 法 以 及 
除法 等 概念 。 当 然 . 可 以 使 用 Peano 算术 定 


AL jX HE PR BL. 
例 2.12 可 以 如 下 定义 自然 数 上 的 也 


W subtract, 

subtract(r+l. 0)=. 1 

subtract(r 1. yt1)=sublraci(.r, y) 

例如 ， 

subtract(0d- 1-71. 0) 二 0 十 1 十 1 

EB. RAM m BA Fon BẸ subtract 
(m,n) 才 有 定义 ， 因为 这 里 没有 负数 的 概 
o [] 

5&2] 2.7 RR E XR subtract 的 定义 ， 

计算 

Suptraect(0 十 1 十 1 十 1，0 十 1) C] 

例 2.13 APL an F ie X É SAC RIR 
数 add two, 

add_two(0)=0+1+] 

add _two(ex+l)=(rt])+1+1 L1 

subtract Mladd_two 都 是 递归 函数 (re- 
cursively defined function) 的 实例 。 我 们 将 
在 第 9 章 正 式 学 习 这 样 的 冰 数 。 

练习 2.8 EHEER add two WE 
X. 证 明 

add_two(0+1)=0—1]--1+1 C] 

ARDE WERE E- RIA RRES. 
要 证 的 事实 ， 而 不 仅仅 是 一 个 步骤 ， 就 如 练习 


沙 








VE Giuseppe Peano( 1858 1932) 命 名。 有 兴趣 的 读者 可 以 从 [Ken80] 获 得 关于 Peano 的 生活 和 革 作 的 记载 . 
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La. y 
2.8 的 解答 那样 。 对 于 这 种 情况 ， 我 们 使 用 一 
种 切实 可 行 、 形 式 的 格式 来 构造 证 明 。 下 面 是 
-个 简单 的 证 明示 例 ( 只 含 两 个 步骤 六 。 
例 2.14 下 面 的 证 明确 立 
add rwoCrd- 1+1) 
= add two(rd-1)-1 
对 所 有 自然 数 7 均 成 立 。 
add twolrt 14-1) 
一 (Cr 十 1 十 1) 十 1 十 1 [add two 的 定义 ] 
=(z 十 1 十 1 十 1) 十 1 [十 的 性 质 ] 
=add_twolrati)+1 
[add two 的 定义 ] 
口 
例 2.15 下 面 的 证 明确 立 
subtract(add_two(at+1), 0+1+1) 
—a-kl 
对 所 有 自然 数 x 均 成 立 。 
suptract(add two(Gr-d-1), O+14+1) 
= subtract (x 十 1) 十 1 十 ]，0 十 1 十 1) 
[add two 的 定义 ] 
二 suptract((x 十 1) 十 1，0 十 1) 
[subtract 的 定义 ] 
—subtractCz- F1. 0) [subtract 的 定义 ] 
rcl [ subtract 的 定义 ] 
口 ] 


2.3 其 他 类 型 的 数 


我 们 已 经 看 到 ，i: 表示 非 负 整 数 的 集 
合 。 本 书 还 将 考虑 另外 两 个 数 的 集合 ， 第 一 
个 是 整数 集合 ,， 记 作 Z 。Z 在 包含 所 有 非 负 
整数 的 同时 ， 还 包含 负 整 数 。 也 就 是 说 ，7 
包含 0、1、 一 1、2、 2、3、 一 3， 等 等 。 
35b. 实数 集合 记 作 三 ， 除 包含 所 有 整数 
外 , 还 包含 所 有 十 进 制 小 数 ， 如 1.2、 
一 1.3、1.333 等 等 ， 以 及 V2 这 样 的 数 。 





ALAM. 每 个 包含 在 六 中 的 数 也 包含 
在 - 中， 每 个 包含 在 中 的 数 也 包含 在 
BB, 

练习 2.9 
的 哪个 集合 中 ? 
1. 23 
2. —23 
3. 2.3 

4. —2.3 L] 

练习 2.10 每 个 包含 在 : 中 的 数 都 包 
S TER pH C] 


以 下 各 数 包含 在 N 、2 OATS 





2.4 附加 练习 


练习 2.11 使 用 十 1 定义 “普通 的 ”加 法 
运算 符 。 

练习 2.12 使 用 Peano 算术 定义 时 上 
的 运算 minus_one。 假 设 minus one(0) —0, 


练习 2.13 使 用 Peano 算术 定义 上 


的 乘法 运算 符 mult, 
练习 2.14 使 用 Peano BRA MBE 


mult EXN 上 的 平方 运算 符 square, 
练习 2.15 WE, 对 于 任意 的 自然 数 
milin, A 
mult(add_two(n), m) 
= mult(n, m)+multladd_two(0), m) 


2.5 练习 解答 


2.1 这 些 数 中 只 有 0 ZEN 中 出 现 。 
2.2 


Popop ey op 
m O CD c 


O RRA E BA EDI 9 3E — 4b S HE RT DU E (So190]. 











E 9 
2.3 2.5 
e. ， ， 1. AAA 2°=1, BRED logs l=o0, 
DPV EB ER EH HS 2. 因为 2 一 2. 所 以 log. 2— 1, 
= 14-8 27 4-64 — 125 3. BY 27 —128.. 所 以 log. 128— 7, 
= 225 1. BE 2 = 32 iH 2^ — 64, B VA 
DGD Di D+ ls50 76, MEME 
— 5. AL 2 = 32 ij H 2^ = 64. PRY 
-~D+G-D+G-1) — flog,50 ]—5, 
一 0 十 1 十 2 十 3 十 4 6. ALA 2° = 64 ii A 27 — 128, 所 以 
= 10 [log. 70 |=7, 
N va mod 3) = (1 mod 3) 7. a *À 2° = 64 M H 2° = 128. 所 以 
"m [log 70 =6, 
+ (2 mod 3) 2.6 公理 1 表明 0 是 月 然 数 。 公 理 2 X8. 
+ (3 mod 3) 如 果 0 是 自然 数 那么 0 十 1 也 是 自然 数 。 央 
十 (4 mod 3) 此 ,0 十 1 BARR, 
+ (5 mod 3) 2.7 
一 1] 十 2 十 0 二 1 十 2 subtract(0--1o-1d- 1. 0+1) 
一 6 — subtract(0-- 1-1. 0) 
2.4 一 0 十 1 十 1 
ay . . 2.8 根据 add_iwo 的 定义 有 
I. [Tr SEXE XIXE XS add two(0+1)=0+14141 
=1X8X27X 64 X 125 2.9 
= 1 728 000 LoL IA 
2. Io div 2) = (1 div 2) X (2 div 2) . . "m 
X (3 div 2) X (4 div 2) 4, - 
X (5 div 2) 2.10 是 的 。 假 设 数 ASAP. d EET 
COÓXIXIX2x2 XR. ü n ARE 中, 那么 它 包 含 在 - 
= 0 H. AE. n ER EZ 中 。 进 而 ， 仍 由 上 上 所 
TO 让 =- jx jx 5; XR. WR n 包 合 在 - 中， 那么 它 包 含 在 
L3 £4 c £t 和气 中 。 因 此 ,包含 在 中。 


x 2x 

= (4243) X (243-44) 
(3 十 4 十 5) X (4 十 5 十 6) 
x(5 二 6 十 7) 

— 6X9x12x15 X18 

= 174 960 


2. 11 

Od- nn 

Ond- D --2 Oii m +1 
2.12 

minus one(0) —0 

minus one(n+1l)=n 
2. 13 

mult(0, n) —0 
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2. 14 


2. 15 





mult(0t- 1. )-—n 


mult mls nS mult(m. n) n 


square(n) — mult(n. n) 


multladd_two Cn) m) 
-multin tll. m) 
Ladd_two 的 定义 ] 
==mult(n+1,m)+m 
[mult 的 定义 ] 


— mult(n.m) d mm 

[mult 的 定义 ] 
= mult(n.m) t mult(0--1.m)-t m 
[mult 的 定义 ] 
= mult(n.m)-- mult(O+1+1.m) 
[mult 的 定义 ] 
= mult(n,m) + multCadd. two(0) m) 


Ladd two 的 定义 」 











第 3 章 op 


本 章 介 绍 命题 逻辑 。 我 们 首先 了 解 命 题 
的 概念 ， 然 后 介绍 命题 逻辑 的 运算 符 ， 接 痢 
介绍 证 明 这 些 命题 有 效 性 的 车 干 方法 。 想 进 

- 步 了 解 这 方面 问题 的 读者 可 以 在 学 完 本 章 
WIN Tei Te S 5 BMNO97 | zk[ CLPOO ].. $58 
Ki VES X [ Mens? i. 


3.1 原子 命题 


”在 日 常生 活 中 ,我 们 经 常会 遇 到 或 者 为 
自 或 者 为 假 的 陈述 。 企 离散 数学 中 ， 把 这 样 
的 陈述 称 为 命题 (proposition) 。 命 题 所 取 的 
真 值 (truth value) 或 者 是 真 的 或 者 是 假 的 
( 见 例 3. 1) ， 也 可 能 根据 具体 的 条 件 而 变化 
( 见 例 3.2)。 然 而 ,事实 是 ， 我们 可 以 尝试 
把 真 值 与 这 样 的 陈述 相关 联 。 

例 3.1 命题 “星期 二 是 星期 二 的 前 一 
天 "的 真 值 水 远 为 真 。 [] 
53.2 命题 “今天 是 星期 二 ”的 真 值 也 
许 是 真 也 许 是 假 ， 当 然 ， 它 由 陈述 的 时 间 决 


AE s 

















对 于 某 些 命题 ， 不 需要 先决 定 其 他 命题 
的 真 假 性 就 可 以 试 着 去 决定 它们 的 真 假 性 。 
ix -事实 意味 着 我 们 可 以 将 这 样 的 命题 称 为 
原子 命题 (atomic proposition)。 即 它 是 一 个 
基本 的 个 体 ， 其 真 假 性 独立 于 其 他 命题 。 

其 他 原子 命题 的 例子 如 下 : 

。“ 吉 姆 是 素食 者 。” 

° “IEF FRR.” 

。“ 贝 奇 喜欢 吃 饼 二。” 

。 “电视 上 什么 都 没有 。” 

当然 ， 如 果 没 有 更 详细 的 信息 (例如 ， 
证 姆 和 贝 奇 的 信息 )， 我 们 不 能 确定 这 些 陈 
WEE ES EO). iB. RG RGR BY ANN 
性 例证 了 了 为 什么 数学 的 形式 性 通常 优 于 含糊 


maw 辑 


的 自然 语言 : 这 个 陈述 的 意思 是 “电视 上 什 
么 也 没有 显示 ”. “电视 机 的 上 面 什 么 都 没 
A’. 还 是 “电视 上 没有 什么 值得 看 的 东 
p "uo 


3.2 HB 


每 个 原子 命题 都 可 与 一 个 真 值 相关 联 。 
我 们 考虑 的 命题 逻辑 中 ， 原子 命题 可 以 取 两 
种 真 值 : true 和 false。 而 且 ， 每 个 命题 在 
给 定时 刻 所 取 的 真 值 唯一 。 例 如 : 陈述 “ 星 
期 二 是 紧 接 着 星期 二 后 的 那 一 天 ”的 真 值 为 
true， 而 陈述 “四 月 是 紧 接 在 六 月 之 前 的 那 
个 月 份 "的 真 值 为 false。 

虽然 我 们 也 许 不 能 确定 给 定 命题 的 真 
假 ， 但 是 可 以 知道 它 一 定 或 者 是 真 的 或 者 是 
假 的 。 而 且 ， 虽 然 给 定 命 题 的 真 值 与 陈述 的 
时 间 相 关 ， 但 是 ,在 同一 时 刻 它 的 真 值 绝 不 
可 能 既是 真 的 又 是 假 的 。 

例 3.3 我 们 不 知道 命题 “杰克 嘉 
尔 ” 是 真 还 是 假 . 但 是 知道 它 一 定 或 者 
的 或 者 是 假 的 。 

例 3.4 命题 “今天 是 星期 二 ”有 时 为 真 
有 时 为 假 ， 但 是 它 一 定 或 者 是 真 的 或 者 是 假 
的 。 





























练习 3.1 判断 下 列 陈述 的 真 假 。 
1. 0<1 

2. 1 十 1 一 2 

3. 1X1=2 











某 些 命 题 逻 辑 理论 涉及 第 三 种 真 值 : 未 
定义 (undefined)。 这 种 三 值 远 辑 (three- 
valued logic) 也 能 把 真 值 和 命题 相关 联 ， 这 
里 命题 的 真 假 性 是 不 确定 的 。 例 如 ， 如 果 没 
有 进一步 的 信息 . 我 们 很 难 判断 陈述 * 杰 里 
米 很 高 兴 ” 的 真 值 。 在 二 值 还 辑 中 ， 可 以 广 
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pais 





便 地 把 值 未 定义 赋 子 这 个 陈述 。 然 而 ， 在 本 
杞 中， 我 们 只 使 用 两 个 真 值 ， true 和 false. 
因此 ， 在 我 们 的 论述 中 ,可 以 推断 上 述 陈 述 
的 真 值 既 可 能 是 true 也 可 能 是 false. xd 
我 们 没有 确定 它 到 底 是 哪个 的 办 法 。 

练习 3.2 下 面 哪些 命题 不 需要 更 多 的 
信息 就 能 确定 真 值 ” 

1.“ 乔 恩 的 年 龄 大 于 35 岁 。” 
“地 球 绕 着 月 亮 转 。” 
“SKF 2,” 
“FRE Jon) f A E AUR EE.” 
E 

原子 命题 连同 真 值 true 和 false 一 起 是 
命题 逻辑 的 构件 。 就 像 可 以 通过 加 法 或 者 乘 
法 把 自然 数组 合 起 来 构成 算术 表达 式 一 样 ， 
可 以 通过 一 系列 命题 运算 符 (propositional 
operator) 把 原子 命题 组 合 起 来 ， 构 成 复合 
命题 (compound proposition)。 第 一 个 这 样 
的 命题 运算 符 称 为 否定 (negation) 运 算 符 。 


>a w N 





3.3 否定 运算 符 

给 定 任意 命题 p, 可 以 考虑 它 的 否定 ， 
idfE^ p。 这 里 ,一 p 也 是 一 个 命题 ， 读 作 
"3E p", 


8013.5 给 定 命题 :/， 表 示 陈 述 “ 今 天 是 
星期 -.“， 那 么 命题 -1 表示 陈述 “今天 不 是 


星期 一 ”。 口 
例 3.6 给 定 命题 :-， 表示 陈述 “里 克 是 
KRA”, Wor 表示 陈述 “里 克 不 是 素食 
者 ”。 
练习 3.3 给 出 下 列 命题 的 否定 命题 。 
|. “EE FG” 
2. “Fp Bee Ux Bay HELL" 
3. “a KP ye” L1 
MRTE p 的 真 值 为 true， 那 么 它 否 定 
命题 -pp 的 真 值 为 false; 而 如 果 命 题 qh 

















值 为 false， 那 么 它 的 否定 命题 9 的 真 值 为 
true。 

例 3.7 如 果 命题 “今天 是 星期 二 "是 真 
的 .那么 命题 “今天 不 是 星期 二 ”一 定 是 假 





的 。 C] 
在 此 ， 给 出 命题 逻辑 的 第 一 个 规则 。 
规则 3. 1 
(— true) @false 
(— false) true CI 





上 面 的 陈述 (二 true) false 的 意思 是 命 
E true 和 命题 false 是 逻辑 等 值 (logically 
equivalent) 的 ， 我 们 将 在 本 章 的 后 面 给 出 这 
一 概念 的 形式 定义 。 现 在 ， 只 需 把 陈述 po 
q 简单 地 看 成 是 “*p 和 gq 具有 相同 的 真 值 ”就 
可 以 了 =- 。 

在 下 面 的 第 二 个 规则 中 ， 可 以 看 到 一 个 
命题 的 否定 的 否定 与 它 原 来 的 真 值 相同 。 

规则 3.2 对 于 任意 命题 户 ， 有 














(一 一 p)ep 

fi 3.8 

(~—— true)@true 

(—— false) false 口 


真 值 表 (truth table) 是 表示 逻辑 陈述 的 
真 假 性 的 一 种 方法 。 在 一 个 命题 的 真 值 表 
中 ， 列 出 它 所 包含 的 所 有 原子 命题 的 真 值 的 
可 能 值 ， 这 样 就 可 以 计算 出 相对 于 每 种 组 合 
的 该 命题 的 真 值 。 否 定 命题 的 真 值 表 如 下 
所 示 。 


=p 


注意 ，p 的 可 能 值 列 在 左 栏 ， 计 算 结 果 
列 在 右 栏 。 第 一 行 的 结果 为 false， 内 为 
^ true 与 false 逻辑 等 值 。 第 二 行 的 结果 为 
true, NÄ- false 与 true 逻辑 等 值 。 在 本 
章 ， 我 们 用 粗 体 表示 真 值 表 结 果 栏 的 值 。 





O IEE. RER MEH p= KARME p 和 命题 BMS. 





f Ap iX H 
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练习 3.4 计算 下 列 命题 的 真 值 。 

1. 一 (0<<1) 

2. -(1+1=2) 

3. 一 (地 球 绕 着 月 亮 转 ”) [] 





3.4 合 取 运 算 符 


否定 运算 符 是 我 们 介绍 的 第 一 个 命题 逻 
钳 运 算 符 ， 它 是 一 个 一 元 运算 符 ， 因 为 它 有 
一 个 自 变 量 。 即 ， 它 作用 于 一 个 命题 ， 对 这 
一 命题 取 否 。 我 们 将 要 介绍 的 其 他 运算 符 都 
是 二 元 运算 符 ， 它 们 有 两 个 自 变量 。 

我 们 介绍 的 第 一 个 二 元 运算 符 是 合 取 
(conjunction) 运 算 符 ， 或 者 称 为 “与 ”。 它 作 
用 于 两 个 命题 ， 如 果 这 两 个 命题 都 等 值 于 
truc， 则 返回 结果 true, 否则 返回 结果 
false。 也 就 是 说 ， 当 且 仅 当 命题 的 两 个 部 分 
都 等 值 于 true 时 ， 该 命题 等 值 于 true, 

给 定 两 个 命题 p fq. pg 的 合 取 写 
作 pAy。 这 个 命题 读 作 “p Sq". ua Ds 
作 *p Hq HAR”. 

例 3.9 用 wv 表 示 “ 里 克 是 素食 者 ”， 用 
c 家 示 “ 里 克 吃 巧克力 ”， 那 么 它们 的 合 取 写 
TE o Ac, LJ 

H] 3.10 陈述 0 二 1A1<0 是 假 的 ， 因 
为 0 二 1 和 1<0 不 都 为 真 。 

练习 3.5 计算 下 列 命题 的 真 值 。 

1. (1<0) A (2D 

2. (0<1) A(2<1) 

3. (0<1) A (12) 

合 取 运算 的 真 值 表 如 下 所 示 。 


p |] =p 



































true | true true 
true false false 
true | false 


false | false 








false 





false 














注意 ， 当 且 仅 当 户 和 9 都 等 值 于 true 
时 . 命题 pAg 等 值 于 true。 还 要 注意 ， 表 
中 枚 举 出 了 p 和 g 的 所 有 可 能 值 ， 有 四 种 可 
能 的 组 合 : p X true Hq X true; p X true 
H. q X false; p X false H q X true; p XN 
false H. q Jy false. 

正如 我 们 所 期 望 的 那样 ， 可 以 用 真 值 表 
来 求 包 含 已 学 过 的 运算 符 的 命题 的 真 值 。 

















例 3.11 pA(mg) 的 真 值 表 如 下 所 示 。 
p q i Tq | pA(~ @ 
true | true | false | false 
[ | 
true false | true; true 
false true | false | false 
false | false | true } false 


























由 上 可 知 , pA(~g ) 为 true HNA p 
等 值 于 true A 9 等 值 于 false。 注意， 计算 
这 个 真 值 表 需要 三 个 阶段 。 首 先 ， 州 出 p 
和 9 的 所 有 可 能 值 ， 其 次 计算 ~ gq， 最 后 计 
算 p 和 ”md 的 合 取 ， 并 将 结果 写 人 结果 栏 。 

也 可 以 使 用 真 值 表 来 对 包含 真 值 true 
和 真 值 false 的 命题 进行 推理 : 当然 ， 命 题 
true 的 真 值 为 true， 命 题 false 的 真 值 为 
false” , 


$43.12 pAtrue 的 真 值 表 如 下 所 示 。 












































P true p A true 
true true true 
| false true false 
练习 3.6 写 出 (- pA C^ q ) 的 真 值 
*. 
练习 3.7 写 出 -(pAg) 的 真 值 表 .。 
练习 3.8 


l. 练习 3.6 和 练习 3.7 的 真 值 表 有 四 
f. PAD Ar 的 真 值 表 有 多 少 行 ? 


oO 其 些 教科 书 使 用 不 同 的 名 字 和 符号 来 区 分 真 值 的 语法 化 身 ( 即 命题 true) 及 真 值 的 语义 化 身 ( 即 真 什 true). Bil 
如 ， 一 些 教科 书 用 了 工 表示 前 者 ， 用 4 表示 后 者 。 本 书 不 对 它们 进行 区 分 ， 在 此 ，true 即 表示 总 是 true 的 命题 ， 


同时 也 表示 两 个 真 值 中 的 一 个 。 对 于 false 也 同样 。 








2. HO. MRA n 个 原子 命题 ， 
那么 这 个 命题 的 真 值 表 有 多 少 行 ? 

3， 如 果 … 个 命题 只 巾 真 值 true 和 false 
HUM. 那么 它 的 真 值 表 有 多 少 行 ? O 

ATER. CH ZRA., Hi. ER 
命题 p 与 它 本 身 的 合肥 的 真 值 等 值 于 p 的 真 
值 。 这 被 称 作 合 取 的 等 协 性 (idempotence)。 

规则 3.3 合 取 是 矫 等 的 。 即 对 于 任意 
命题 p， 有 

(pApSp [] 

Ho. true 与 任意 命题 p 的 合 取 的 真 
HFF p 的 真 值 。 

规则 3.4 对 于 任意 命题 p， 有 

Cp Atrue) esp O 

第 i, false 与 任意 命题 p 的 合 取 的 真 
值 等 值 于 false。 

规则 3.5 对 于 任意 命题 p， 有 

Cp A false) &3false [DD 

但 看 人 的 真 值 表 ， 可 以 发 现下 面 的 规则 
也 成 立 。 

规则 3.6 对 于 任意 命题 p， 有 

Gb A C^ p)) false gO 

练习 3.9 使 用 上 述 命题 逻辑 的 规则 ， 
计算 下 列 命题 的 真 值 。 

1. 一 一 (trueAfalse) 

2. true A Cp A false) 

3. CCo A false)) A true [] 

还 有 两 个 合 取 规 则 。 首 先 ， 信 满足 交 搁 律 
(commutative)( 即 ， 命 题 的 书写 顺序 与 结果 无 
X), MH, Ci E A (associative) (B, 
考虑 多 个 合 取 时 不 需要 括号 )。 

规则 3.7 合 取 满 足 交换 律 。 即 ， 对 于 
任意 的 命题 p 和 4g， 有 

(pAMe(gh p) 口 

规则 3.8 合 取 满足 结合 律 。 对 于 任意 
TA p, qpr, 

PACANSES(pA@Ar 

练习 3.10 使 用 已 经 学 过 的 命题 逻辑 
规则 ， 计算 下 列 命题 的 真 值 。 





























1. (falseA p) Aq 
2. p A alse Aq) G 


3.5 析 取 运算 符 

AO PF Dee RBA HR 
(disjunction) 运 算 符 ， 或 者 称 为 "或 ?。 这 一 运 
算 符 需要 两 个 命题 ， 如 果 两 个 命题 中 至 少 有 
一 个 命题 等 值 于 true， 那 么 返回 结果 true, 
否则 返回 结果 false。 也 就 是 说 ， 当 且 仅 当 命 
题 的 至 少 一 个 部 分 等 值 于 true 时 ， 整 个 命题 
等 值 于 true。 

给 定 两 个 命题 p 和 gq， 它们 的 析 取 写作 
bVq.i&fE"p Bq”. tun E" p 5i q 的 析 取 ”。 

例 3.13 用 wv 表 示 命 题 “ 里 克 是 素食 
者 ”， 用 c 表示 命题 “里 克 吃 巧克力 ”。 那 么 ， 
它们 的 析 取 写作 vVc. 口 ] 

例 3.14 陈述 (0 二 1)V (1<<0) 是 真 的 ， 
因为 析 取 的 至 少 一 个 部 分 是 真 的 。 这 里 ， 
0 一 1 是 真 的 。 o 

练习 3. 11 计算 下 列 命题 的 真 值 。 

1. (0) V (2D 

2. (0D V (2<1) 











3. (0<1) V (1<2) Li 
析 取 的 真 值 表 如 下 所 示 。 
p 9 | pAg 
true true | true 
true false | true 

















L false true true 
false false false 


5213.12. 写 出 -(pV oM ETE. 








练习 3.13 iH C^ HVO 9) 的 真 值 表 。 











注意 ， 练 习 3.6 和 练习 3.12 的 真 值 表 
之 间 的 相似 之 处 以 及 练习 3.7 和 练习 
3.13 的 真 值 表 之 间 的 相似 之 处 。 这 些 真 值 
表 如 下 所 示 。 
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Pla«ai^»sl|-«|cPmP^ceo 任意 命题 与 true 的 析 取 结果 是 true。 
true | true | false | false false 规则 3.12 对 于 任意 命题 p， 有 
| als als fals 
true | false | false | true alse (pV true) true c) 
false | true | true | false false i " LABES 
false | false | true | true true 练习 3.14 使 用 已 经 学 过 的 命 BE 8 
j GV 规则 ， 计 算 下 列 命题 的 真 值 。 
| p | a |hVa| pva i 
true | true | true false | 1. (pV false) V true 
true | false | true false 2. ~ (Cp A false) V true) 
false | true | true false 同 合 取 一 样 。 析 取 既 满足 结合 律 ， 又 满 
false false | false true , 
一 g 是 交换 律 。 
p | a lpAgl DOPAD 规则 3,13 析 取 满足 结合 律 。 对 于 任 
true | true | true false 意 的 命题 bq for. 有 
true | Use false true 
false | true | false true bV(qVr)eOpVaqoVr C] 
false ilse | false true 规则 3.14 析 取 满足 交换 律 。 对 于 任 
oh WE 
P| aqa p q {7 PVC ®@ 意 的 命题 p 和 g， 有 
true | true | false false false pVaSaqV Pp 
true | false | false | true ture 练习 3.15 使 用 已 经 学 过 的 命题 逻辑 
false | true | true | false true 
1 十 f RU. i 1 命题 的 真 什 
| | false | true | true true 规则 ， 计 算 下 列 命题 的 真 值 。 

















前 两 个 真 值 表 的 结果 栏 完全 相同 ,后 两 
个 真 值 表 的 结果 栏 也 完全 相同 。 这 表明 ， 命 
题 -(pAg) 人 逻辑 等 值 于 命题 (- p VC 9)， 
命题 ~(pV (iB SAF a DAG g)。 

德 。 摩 根 律 ”刻画 了 这 些 等 值 关系 ， 如 


FAS. 
规则 3.9 ( 德 ，。 摩 根 律 ) 对 于 任意 的 命 
题 户 和 9， 有 


“(pA QMeaci- pV (~ 9g)) 
-pVDSO(- p) AC q)) 
E Ai Vi Bey. 


Ci 








规则 3. 10 
PA p, A 
(pV DSP C] 
任意 命题 与 false AY Pr Be R E $8 ^5 (i 
于 最 初 的 命题 。 
规则 3. 11 对 于 任意 命题 p， 有 
(pV false p 


FpECROXGERSS. HEE 


m 





C 








VA Augustus de Morgan( 1806 
作 的 记述 。 


1871) 的 名 字 命 名 。 


I. C^ (trueV p)) A Cp V false) 

2. pV (true Vq) L] 

从 析 取 的 真 值 表 可 以 看 到 ， 给 定 命题 
p: PYCO PARIET true: 当 p 为 真 时 ， 
PV (pp) 为 真 ， 因 为 析 取 的 左边 为 真 ; 4p 
为 假 时 ，p V Co pp) 为 真 ， 因为 析 取 的 右边 
为 真 。 这 就 是 众所周知 的 排 中 律 (law of the 
excluded middle) ， 其 形式 表述 如 下 。 

规则 3.15 对 于 任意 命题 p， 有 

((~ p) V poestrue C] 

最 后 两 个 关于 析 取 和 合 取 的 规则 表明 村 
取 对 合 取 满 足 分 配 律 ， 反 之 ， 合 取 对 析 取 也 
满足 分 配 律 。 

规则 3.16 析 取 对 合 取 满足 分 配 律 。 
对 于 任意 的 命题 p、g 和 rr， 有 

pV(gAnNSO(pVg))A(pVr) 

(pAgqVrO(pVr)A(gVr) 口 

规则 3,17 合 取 对 析 取 满足 分 配 律 。 
对 于 任意 的 命题 p、g 和 ,有 











有 兴趣 的 读者 可 以 从 [ Mer903 看 到 德 ， 联 朵 在 这 一 领域 的 工 
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Bae 





pAl(gVn epAgV (pAr) 

(PVM Are (PAN V (UA P) Li 

这 些 规则 的 形式 在 开始 时 可 能 难于 理 
解 。 如 果 是 这 样 的 话 ， 可 以 联想 一 下 算术 中 
乘法 对 于 加 法 的 分 配 律 。 如 ， 式 子 

3X (2+5) 
可 以 写成 

(3% 2)+(3X5) 

它们 的 结果 都 是 21。 合 取 对 于 析 取 的 
分 配 律 以 及 析 取 对 于 合 取 的 分 配 律 的 形式 与 
这 一 我 们 熟悉 的 分 配 律 一 样 。 

Gl 3.15 命题 trueV (true A false) BH 
等 值 于 命题 (trueV true) A (true V false), 

Li 





练习 3. 16 

l. 使 用 已 经 学 过 的 命题 逻辑 规则 ， 证 
Bj pACC- p)V gq) 等 值 于 pAg。 

2. 使 用 已 经 学 过 的 命题 逻辑 规则 ， 证 
明 (pAg)V C7 pO ELT qV (~ p). 














3.6 蕴含 运算 符 


强 含 是 我 们 介绍 的 第 三 个 逻辑 运算 符 。 对 
于 大 多 数学 习 离散 数学 的 学 生来 说 ， 这 是 最 不 
直观 、 最 难 理解 的 运算 符 。 殖 含 写作 =， 命 题 
pq 读 作 “p 蕴含 9” 或 者 如果 p. We”. 

例如 ， 陈 述 “ 如 果 下 午 下 雨 ， 邓 肯 将 待 在 
房间 里 ”可 以 表示 成 r 二 >s，(r 代表 “下 午 下 
W. s 代表 “邓肯 待 在 房间 里 ”)。 如 果 把 它 看 
作 一 个 约定 ， 那 么 只 在 一 种 情况 下 可 以 认为 
我 们 受骗 了 : 下 午 真 的 下 雨 了 ， 而 且 邓 肯 没 
有 待 在 房间 里 。 如 果 下 午 下 了 十 而 且 邓 肯 待 
在 了 房间 里 ， 那 么 约定 没有 被 破坏 ， 我 们 会 
感到 满意 。 另 外 ， 如 果 没 有 下 雨 ， 那 么 我 们 
无 需 担心 邓肯 下 午 做 了 什么 ， 因 为 这 显然 超 
出 了 约定 的 范围 。 因 此 ， rs 逻辑 等 值 于 
false( 即 约定 被 破坏 ) ， 当 且 仪 当 r 等 值 于 true 
Hs FEF false; 否则 它 逻 辑 等 值 于 true, 

练习 3.17 假设 e 表示 “ 爱 米 丽 高 兴 ” 


Ar Ra HORAN”. 将 下 列 自然 语言 的 


陈述 转换 成 逻辑 命题 。 
1.“ 如 果 爱 米 丽 高 兴 , BARA 
BM » 


2. "Wi REIRA. 那么 爱 米 丽 
高 兴 。” 

3.“ 爱 米 丽 高 兴 仅 当 雷 切 尔 高 兴 。” 

4.“ 不 存在 如 果 雷 切 尔 则 爱 米 丽 不 高 兴 
这 样 的 情况 。” 口 

练习 3.18 判定 下 列 陈述 的 真 假 性 。 

L “WREDE. RERBA, BAK 
象 会 飞 。” 

2.“ 如 果 1 十 1 二 2， 那 么 马德里 是 西 班 
牙 的 首都 。” 

3.“ 如 果 玛 丽 莲 。， 梦 露 是 男人 ,那么 
1 十 1 一 2。” 























4.“ 如 果 马 德里 是 西班牙 的 首都 ， 那 么 
KRÈK” C] 
蕴含 的 真 值 表 如 下 所 示 。 
p q pq 
true true true 
true false | false | 
false true true 
| false ‘false true 











注意 ， 如 果 p SAF false, MA pq 
的 值 总 是 等 值 于 true, 5 q 的 值 无 关 。 另 一 
方面 ， 如 果 p 等 值 于 true, BA pq 的 值 
总 是 等 值 于 da m. 
5213.19. 写 出 (pAg) 二 (pVg) 的 真 
值 表 。 [.] 
(4313.20 写 出 (pVg) SAPRA 
ER. L] 
对 于 为 什么 如 此 定义 蕴含 运算 符 的 一 种 
解释 是 ， 考 虑 true 和 false fal 的 “强度 顺 
J$”. Hop false 强 于 true。 而 且 ， 对 于 任意 
的 命题 ，false 至 少 和 它 一 样 强 (false 是 最 强 
的 命题 ), 而 且 true 至 少 和 它 -- 样 弱 (true 是 
最 如 的 命题 )。 运 用 这 一 手法 ， 命 题 pe 














4 soy 





等 值 于 false. CAE DUM p 88 F q. 

IOS EXE I) ap p 总 是 与 其 自身 一 样 
on. FEL, false= false 和 true-» true 都 等 
TH F true。 另 外， 因为 false 强 于 true， 所 
以 false=>truc 等 值 于 true, HAARR p> 
4 等 值 于 false 仅 当 前 项 (antecedent， 出 现 
在 继 含 运算 符 字 之 前 的 命题 ) 弱 于 后 项 
(consequent. 出 现在 草 含 运算 符 之 之 后 的 
、 所 以 truc 过 false 逻辑 等 值 于 false, 

例 3.16 可 以 用 上 面 的 手法 确定 命题 
true» ( pz» Cfalse> pD BS AUR FE. 

首先 ， 对 于 任意 的 命题 ，false 至 少 与 
它 一 样 强 ， 内 此 

truc C p=>(false> p)) 
iE p CT 

true-»( p-»true) 

IOS NEC FE SECOS BE. true 至 少 与 它 一 样 
弱 ， 所 以 上 面 的 命题 等 值 于 

true=>true 

最 后 ， 由 于 true 不 比 自身 弱 ， 所 以 上 
面 的 命题 等 值 于 true. 

f 4 HGB A 和 V 的 那些 迷人 的 性 质 ; 
纺 含 既 不 满足 交换 律 ， 也 不 满足 结合 律 ， 同 
时 也 不 是 客 等 的 。 但 是 ， 有 一 种 非常 有 用 的 
SAKA. WARE REARS RRR 
辑 等 值 的 析 取 。 

规则 3. 18 对 任意 的 命题 户 和 9， 有 

>S p)Vq) LC] 

503.17. BA MR EE PR. BRAS 
肯 将 待 在 房间 里 ”逻辑 等 值 于 析 取 “下 午 不 下 
十 或 邓肯 将 待 在 房间 里 ”。 [] 

练习 3.21 使 用 已 经 学 过 的 逻辑 命题 
规则 ， 计 算 下 列 命题 的 真 值 。 

l. p>p 

2. (pNq>q 门 

练习 3. 22 . 证 明之 不 满足 以 下 性 质 。 


EAG 
. 结合 律 。 


l 
2， 交 换 律 。 
3. RSE. g 


命题 ) 























3.7 等 值 运算 符 


我 们 介绍 的 最 后 的 网 辑 和 运算 符 是 等 值 
(eduivalence) 。 本 章 已 经 使 用 了 peg 来 表 
示 两 个 命题 逻辑 等 值 。 例 如 ， 陈 述 “70 分 以 
上 等 值 于 优秀 "可 以 表示 成 命题 sed, Hp 
s 表示 “70 DAE”, d 表示 “优秀 ”。 

本 质 上 ， 对 于 两 个 合 题 p Mg. MRE 
们 有 相同 的 真 值 ,那么 它们 逻辑 等 值 。 即 ， 
take q A true ft p H true, 我 们 用 peg 表示 
陈述 “pp 逻辑 等 值 于 RB p 4 AIL qn. 

例 3. 18 命题 0 三 1 咏 1 之 1 是 真 的 ， 
而 命题 o<lel> 1] BBM, 口 

例 3.19 设 v 表 示 命 题 “ 里 克 是 素食 者 ”， 
c 表示 命题 “里 克 吃 巧克力 ”， 屠 么 命题 “里 克 是 
素食 者 当 且 仅 当 里 克 吃 巧克力 ”写作 v exc, 

练习 3.23 确定 下 列 陈述 的 真 假 性 。 

1.“ 玛 丽 莲 ， 梦 露 是 男人 当 且 仅 当 大 象 

















2.“1 十 1 二 2 当 县 仅 当 马德里 是 西班牙 
3.“ 玛 丽 莲 ， 梦 露 是 男人 当 且 仅 当 1 十 
4.“ 马 德里 是 西班牙 的 首都 当 且 仅 当 大 


REK” 
等 值 的 真 值 表 如 下 所 示 。 

















b | q p>q 
+ 

true true true 
4 








mE 
true false false 





H 
false true false 

















false false true 





练习 3.24 Sime pq) (qo p) 
的 真 值 表 。 

等 值 运算 符 既 满足 结合 律 ， 也 满足 交 
换 律 。 

规则 3.19 等 值 运 算 符 满足 结合 律 。 
对 于 任意 的 命题 p. qer, dp 

















RIF 














(Cpesqoe2r)espe(qer)) 








规则 3.20 等 值 运算 符 满足 交换 律 。 
对 于 任意 的 命题 p 和 g， 有 
( ptg) (qe p) CJ 


另外 ， 任 意 命 题 都 与 其 自身 等 值 。 
规则 3. 21 对 于 任意 命题 p， 有 


的 ,在 这 种 情况 下 括号 纯粹 是 多 余 的 )。 后 
面 这 种 括号 形式 的 命题 与 原来 无 括号 形式 的 
命题 有 相同 的 逻辑 含义 、 但 是 括号 形式 的 命 
题 看 起 来 比较 笨拙 。 

为 使 清晰 与 优雅 兼 而 有 之 ， 我 们 给 命题 
运算 符 规定 优先 级 顺序 : -的 优先 级 最 高 











( pe» p)oe2true 

相反 ， 任 意 命 题 都 不 与 它 的 否定 等 值 。 

规则 3. 22 ”对 于 任意 命题 p， 有 

(6 p))false 

最 后 ， 命 题 p 等 值 于 命题 4 等 同 于 p 
Hig Ha Mp. 

规则 3. 23 ”对 于 任意 的 命题 p 和 g， 有 

(pe2q)e2CCp-»9) A qo» p) L] 

$43.20 例如， 命题“ 克莱尔 获得 优秀 
当 且 仅 当 克莱尔 得 70 分 以 上 ”逻辑 等 值 于 
“如 果 克 莱 尔 获得 优秀 ， 那 么 克莱尔 得 70 分 
VA Ls 并且 ， 如 果 克 莱 尔 得 70 分 以 上 ， 那 
么 克莱尔 获得 优秀 ”。 

练习 3.25 使 用 已 经 学 过 的 命题 逻辑 
规则 ， 计 算 下 列 命题 的 真 值 。 

l. (petrue) Sp 

2. (pfalse) p 


















































练习 3. 26 ”证明 全 不 是 寡 等 的 。 
3.8 运算 的 优先 级 


正如 我 们 在 本 章 已 经 看 到 的 ， 可 以 使 用 
括号 来 消除 给 定 命题 的 含义 上 的 模糊 性 。 例 
如 ,命题 -(pAg) 与 (- p)Ag 有 不 同 的 含 
义 。 然 而 ， 如 果 简 单 地 写 - pAg， 那 么 要 表 
达 的 意思 就 可 能 模糊 不 清 了 。 使 用 括号 能 够 
使 命题 清晰 化 。 

然而 ， 有 时 ， 尤 其 是 当 处 理 复杂 命题 的 
时 候 ， 像 这 样 来 使 用 括号 常常 十 分 令 人 讨 
IR. Am, ME- pV 一 gV 一 r+ 的 含义 已 经 
相当 清楚 ， 但 是 ， 如 果 必 须 加 上 括号 ， 那 么 
就 必须 写成 (- p V CC MV DRC p) 
VO g“Vi- 10 (当然, 它们 是 逻辑 等 值 





(因此 绑 定 最 紧密 ) ， 接 着 依次 是 A、V 、 二 > 
Hie. emp co is CX db e SE HO. 
S Ae PREIS KARE FA ris RETE 
优先 级 时 ， 优 先 级 高 的 运算 符 在 优先 级 低 的 
运算 符 “ 抓 住 ”与 其 最 近 的 命题 之 前 “ 抓 住 ”与 
它 最 近 的 命题 。 

例 3.21 如 果 我 们 写 - pAg WAE 
与 (~ p)Ag 的 含义 相同 ， 而 与 ~(pAg) 的 舍 
MATA. AAAI A 绑 定 得 更 紧密 。 O 








$13.22 命题 pVg=>r 与 (pV yg)=>r 的 
含义 相同 ， 而 与 pvo Be IB. A 
为 V 比 一 绑 定 得 更 紧密 。 L] 

练习 3.27 写 出 下 列 命题 的 加 括号 形式 。 

l. pVq 

2. pV q ^r 

3. p Aqe»r 











4. 一 pa^ qAr=s 





3.9 重 言 式 . 矛 盾 式 和 不 定式 


对 于 一 个 命题 ， 如 果 无 论 它 所 包含 的 原 
子 命题 的 值 如 何 ， 它 总 是 逻辑 等 值 于 true 的 
i. 那么 这 个 命题 称 为 重 言 式 (tautology)。 
重 言 式 的 例子 包括 pV 一 p, p>p 和 (pAg) 
VOBA-S QVC pA@ VGC pA-g)。 无 论 
各 个 原子 命题 的 值 是 什么 ， 这 些 命题 的 值 总 
为 true。 

假设 一 个 给 定 的 命题 包含 为 数 不 多 的 原 
子 命题 ， 判 定 该 命题 是 否 为 重 言 式 的 一 个 简 
单方 法 是 对 每 个 原子 命题 带 入 真 值 。 如 果 对 
于 原子 命题 的 值 的 所 有 组 合 该 命题 的 真 值 都 
AJ true. 那么 就 可 以 断定 这 个 命题 是 重 言 
式 。 相 反 ， 如 果 可 以 找到 原子 命题 的 值 的 一 
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FRA Cr (CAE fr BEL BIEL Falso. 那么 就 可 
以 断定 这 个 命题 不 是 重 言 式 。 

例 3.23 MEMA pV- p 如 果 把 
truc 人 入 到 p. MARK a EAST rue A 
Sh. Gnd false dip AB p. 那么 该 命题 仍 
SVL P rue. 因此 .可 以 断定 pV 一 p 是 重 
naX. L] 

5013.24. "EG DV p-g. WR 
(BOS Pap dH g 的 值 为 falses WA. NA 
PV > PEIR Fo true， 所 以 无 论 b 的 值 是 什 
Ao AAAI A A false. DIE. 可 以 断 
A d Ed di AS EE aA. C] 

练习 3.28 下 列 命题 中 哪些 是 重 享 式 ? 

L. pV pq 


2. p(q7p) 





3. (p>0) > (gq p) 

4. Cpzoq)e- Cp Aq) O 

Ak A false 的 命题 称 为 了 矛盾 式 
(contradiction), 同样 ， 可 以 通过 对 原子 命 
题 带 入 真 值 来 决定 给 定 命题 是 否 是 矛盾 式 。 

例 3.25 EmA- >p), WR p 
为 true， 那 么 该 命题 等 值 于 false. 另 外， 
如 果 /为 false， 那 么 该 命题 也 等 值 于 false, 
因此 ， 这 个 命题 是 矛盾 式 。 J 

练习 3.29 下 列 命题 中 哪些 是 矛盾 式 ? 

1. (pAg@A(@(pVq)) 

2 00V- p A q) 

3g AT qc CbV— p) O 

如 果 “个 命题 既 不 是 重 谊 式 也 不 是 矛盾 
st. BABE IRER (contingency), 

913.26 考虑 命题 p-q. MR pH 
true H. g X false. IBA pq false, #8 
NM. UD p Aly EH true. BA p^qH* 
truc, (AIK. pq ARER, C] 

练习 3.30 下 列 命题 中 哪些 是 不 定式 ? 

l. p >(— p=>q) 

2. CD V qo CD A D [] 

RECEITA ti EE REA at 
C. RSA true). FAR 3848 











等 值 于 false) 还 是 不 定式 ( 既 不 逻辑 等 值 于 
true、 也 不 逻辑 等 值 于 false) 的 一 种 方法 。 
但 是 ， 这 种 方法 只 适用 于 包含 较 少 数目 原子 
命题 的 相对 简单 的 命题 : 虽然 对 于 包含 许多 
原子 命题 的 命题 进行 带 人 是 可 行 的 . 但 是 . 
这 样 做 非常 耗 时 。 判 断 -个 命题 是 否 为 重 言 
式 ( 了 矛盾 式 或 不 定式 ) 的 更 常用 方法 是 使 用 真 
值 表 、 自 然 演绎 (natural deduction) 和 等 值 
推理 (equational reasoning)。 下 面 逐 一 介绍 
这 些 方法 。 


3.10 BR 


根据 练习 3. 28 的 结果 ,命题 p> (qp) 
是 重 言 式 。 这 一 事实 可 以 通过 简单 地 代入 p 
和 g 的 真 值 来 确认 。 如 果 愿 意 的 话 ， 也 可 以 
通过 真 值 表 来 证 明 。 

例 3.27 >> PRAKU FR. 























| op q  q>p | p>(q=p) 
true true true | true 
true false true | true 
false | true : false ; true 
false false | true true 








Li 
观察 最 后 一 栏 、 可 以 发 现 它 的 每 一 项 都 
为 true; 当 出 现 这 种 情况 时 ， 就 可 以 推断 这 
个 命题 是 重 言 式 。 相 反 ， 如 果 所 给 真 值 表 的 
最 后 一 栏 中 的 每 一 项 都 为 false, 那么 这 个 
命题 就 是 矛盾 式 。 最 后 ， 如 果 最 后 一 栏 中 至 
少 有 一 项 为 true. H Zp AITA false, 
那么 这 个 命题 就 是 不 定式 。 
练习 3.31 使 用 真 值 表 判断 下 列 命题 
是 重 言 式 、 了 矛盾 式 还 是 不 定式 。 
I. (pAgq)V (~(pAg)) 
(>p qo» p) 





2. 

3. C7 pq)» p>- q) 
4. Cpz2q)-— (7 p>- q) 
5. 


—Cp=> p) A p>- p) 0O 
使 用 真 值 表 同 赋值 … 样 有 其 自身 的 缺 
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点 。 正 如 前 面 看 到 的 那样 ， 一 个 命题 的 真 值 
表 的 大 小 与 该 命题 中 所 含 原子 命题 的 数量 有 
直接 的 关系 。 如 果 命 题 中 仅 含有 一 个 原子 命 
A. PBA p EUR XP: UE 
题 含有 两 个 原子 命题 ， 那 么 其 真 值 表 含 有 四 
行 ; 如 果 命 题 含 有 一 个 原子 命题 ， 那 么 其 真 
值 表 含 有 八 行 : DORE. BE. MRF 
工 计算 真 值 表 的 话 ， 三 个 原子 命题 已 经 是 上 
RY: 多 于 下 个 原子 命题 意味 着 用 于 构造 真 
值 表 的 时 间 负 荷 将 超过 这 种 方法 所 带 来 的 便 
利 。 同 赋值 的 方法 一 样 ， 这 种 做 法 是 可 行 
的 ， 但 是 需要 大 量 的 时 间 才 能 完成 。 简 而 言 
之 ， 这 种 做 法 适合 由 计算 机 进行 计算 ， 而 不 
适合 手工 计算 。 因 此 ， 需 要 一 些 更 加 普遍 的 
方法 来 判断 给 定 命题 是 否 为 重 言 式 ， 这 些 技 
术 中 最 常用 的 是 等 值 推理 。 


3.11 等 值 推理 


在 前 面 ， 我 们 利用 一 个 命题 取代 另 一 个 
命题 来 决定 命题 的 真 假 性 。 在 这 一 过 程 中 ， 
每 一 步 都 运用 了 命题 逻辑 的 规则 。 因 为 我 们 
在 运用 这 些 规 则 时 非常 严谨 ， 所 以 这 些 表面 
看 来 非 形式 的 过 程 实际 上 是 相当 形式 化 的 
(formal); 我 们 将 这 种 分 析 的 方法 称 为 等 值 
推理 (equational reasoning), 

以 练习 3. 21. 1 的 解答 为 例 。 这 里 ， 如 
下 计算 p=>p 的 真 值 。 

根据 规则 3. 18. pop FFC p V p. 
根据 规则 3.15, (C p) V p 等 值 于 true. 

确立 p> p 等 值 于 true 的 一 个 更 加 形式 
化 (县 清晰 ) 的 方法 如 下 所 示 。 

p-p 

eC p)Vp [规则 3.18] 

true [规则 3.15] 

每 一 步 ， 我 们 都 用 一 个 逻辑 等 值 的 命题 
来 取代 前 一 个 命题 ， 取代 依照 命题 逻辑 的 规 
则 。 现 在 ,我 们 可 以 更 加 确信 这 个 过 程 ， 因 
为 它 的 每 一 步 取 代 都 是 十 分 显而易见 的 。 


例 3.28 WA p> (p>qg) BRSEAF 
pq。 
Cp» Gp-72q))€2Cp-»4) 


eC pV (P>) S pq) 








[规则 3.18] 
>C pV - pV @)e( p=>q) 
[规则 3.18] 
Sl pV— pVyVgqietpog 
[规则 3.13] 
[规则 3. 10] 





S PVPS pq) 








S>) p=>q) [规则 3. 18 
true [规则 3. 21 

c] 
练习 3.32. 练习 3. 25 曾 要 求 计算 下 列 


命题 的 真 值 。 

1. (pOtrue)p 

2. (pe»false) e3— p 

运用 上 面 所 述 更 加 形式 化 的 方法 重新 写 
出 证 明 。 

当 通 过 等 值 推理 来 证 明 两 个 命题 等 值 
时 ， 有 两 种 方法 。 上 面 使 用 的 是 第 一 种 方 
法 ， 这 种 方法 考虑 整个 命题 并 确立 它 逻辑 等 
值 于 true。 还 有 一 种 方法 ， 这 种 方法 从 等 什 
式 的 左边 出 发 ， 通 过 等 值 推理 确立 它 与 等 值 
式 的 右边 逻辑 等 值 。 运 用 这 种 方法 ， 练 习 
3.32 的 命题 1 的 一 个 解 如 下 所 示 。 




















potrue 
€»Cp-»true) A (true>p) 
[规则 3. 23) 
S(O p) V true) A Ctrue p) 
[规则 3. 187] 
SC p) V true) A CCo true) V p) 
[规则 3. 187] 
true A CC^ true) V p) [规则 3. 12] 
true A (false V p) [规则 3.1] 
true A Cp V false) [规则 3. 14] 
StrueA p [规则 3. 117] 
= p A true [规则 3. 7] 
ep [规则 3. 47 





4 He oH 
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练习 3.33 运用 等 值 推理 证 明 下 列 等 
fix. 

1. CCo A^ qoz»2q06(— pVq 

2. (P>) A peoq A^ p 

练习 3.34 运用 等 值 推理 证 明 下 列 # 
题 等 值 于 true, 

L. Cpz»q)e32(— q=> p) 





> O 


E 





C 


2. (pStrue)>p 
练习 3.35. 运用 等 值 推理 简化 下 列 命题 。 
l|. (pg) (gp) 

2. (pA pV-— g) 














3.12 自然 演绎 


在 本 章 的 前 面 ,我 们 把 p=>p 和 pV-p 
这 样 的 陈述 称 为 重 言 式 ， 无 论 原 子 命题 的 真 
值 是 什么 ， 这 些 命 题 总 为 true。 在 另 一 层 意 
义 上 上 上， 也 称 这 样 的 陈述 为 定理 (theorem): 
— EH WE AR T 一 个 命题 逻辑 等 值 于 true, 那么 
就 可 以 使 用 这 一 命题 来 证 明 命题 逻辑 的 其 他 
Sj AXE, 

自然 演绎 (natural deduction) BE i 8] Rt 
(proof tree) 可 用 来 证 明 命题 逻辑 定理 的 正 
确 性 。 与 等 值 推理 一 样 ， 可 以 通过 使 用 特定 
的 规则 操作 命题 来 证 明 这 些 定理 。 同 样 ， 与 
等 值 推理 一 样 ， 它 的 过 程 也 是 机 械 化 的 ， 如 
果 硕 望 的 话 ， 可 以 自动 进行 。 

定理 的 推导 由 一 组 合理 的 规则 来 规范 ， 
其 形式 如 下 。 

ME ag] 

其 中 ， 规 则 名 是 对 规则 的 称呼 ， 一 条 规则 人 多 
许 在 -个 或 多 个 前 提 (premise) 下 得 到 一 条 
或 多 条 结论 (conclusion) 。 

入 然 证 明 树 ( 或 自然 演绎 ) 是 证 明 命题 逻 
钳 定 理 的 一 种 一 般 方 法 ， 但 是 ， 通 常 不 同 的 
系统 使 用 不 同 的 规则 。 我 们 所 提供 的 系统 与 


“3 被 释放 了 的 假设 指 的 是 某 个 子 演绎 的 假设 ， 但 对 整个 演绎 不 骨 是 假设 。-- 一 - 译 者 注 


[WD96 .所 给 的 形式 找 述 技术 Z 相关 。 需 要 
注意 的 是 ， 尽 管 我 们 只 考虑 一 个 特殊 的 系 
St. 但 是 ， 该 系统 中 的 大 部 分 规则 对 其 他 演 
绎 系统 也 适用 。 另 外 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参 
照 [Hun84]， 它 描述 了 自然 演绎 (虽然 不 是 
我 们 提 到 的 特殊 系统 ) 的 方法 和 策略 

第 一 个 自然 演绎 规则 是 假 言 推理 
(modus ponens), ask £k z& A 3 ui 
elim). Z& & 1H 2: AU n F Bros. 

人 4 人 [给 合 消 去 规则 ] 

这 一 规则 表明 ， 如 果 已 经 证 明 从 pp 能 
够 得 到 g， 而 且 也 证 明了 p 为 true， 那 么 就 
可 以 断定 g 为 true, 

例 3.29 下 面 是 一 个 使 用 蕴含 消去 规 
则 的 例子 。 

“如 果 下 十 ,那么 我 会 被 淋 湿 ” 

“我 会 被 淋 湿 ” 
[蕴含 消去 规则 ] 
下 面 是 另 一 个 使 用 蕴含 消去 





“KR” 

















例 3. 30 
规则 的 例子 。 
“如 果 我 玩 火 ,那么 我 必 自 禁 ” 
"SE E SET 
[蕴含 消去 规则 ] G 
如 同 其 他 二 元 运算 符 一 样 ， 草 含 ( 一 ) 除 
了 有 一 个 “消去 ?规则 外 ， 还 有 一 个 “引入 " 规 
则 。 这 一 规则 的 一 般 形式 如 下 所 示 。 
[ph 





PSAS AN J 


这 一 规则 表明 ， 如 果 能 够 通过 演绎 系统 
的 规则 从 命题 p 得 到 g 的 话 ， 那 么 就 可 以 得 
到 从 p 可 以 推导 出 g 的 结论 ， 也 就 是 说 ， 
bp 一 9 为 true。 注 意 ， 在 推导 出 g 的 过 程 中 ， 
如 果 需 要 ， 可 以 多 次 使 用 p. 

Lol, 表示 p 是 一 个 被 释放 T (discharged) 
的 假设 (assumption)2; 这 一 假设 由 标签 1 
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标识 .证 明 树 的 根 是 已 经 证 明 的 定理 : CH 
我 们 构建 证 明 树 时 ， 从 要 证 明 的 定理 开 
始 ， 逐 步 向 下 推 到 叶 节 点 。 证 明 树 的 叶子 
或 是 已 经 在 其 他 地 方 让 明了 的 其 他 定理 ， 


或 者 是 … 个 假设 。 定 理 不 应 该 含有 没有 释 
放 的 假设 
例 3.31 可 以 使 用 前 面 两 个 规则 证 明 


==> b=) f i UE SEE. XX Hi, 
pq Hi p 都 是 在 应 用 蕴含 引入 规则 后 被 释 
放 了 的 假设 。 


>q h I, 
Uel LP a esa 3 
re 


ae CELL 
P [蕴含 引入 规则 , ] 


TEE pq 

这 棵 树 的 构造 如 下 所 示 。 

T] SE WA BU IE BB pg) > (pp 
出 发 。 由 于 最 外 层 的 逻辑 运算 符 是 列 含 运算 
符 ， 所 以 可 以 想象 使 用 蕴含 引入 规则 来 得 到 
这 一 结果 。 











bq 
(pq) (pry 

让 续 含 引信 规 则 的 机 制 可 知 ，p=>g 是 
MMAR. 为 了 得 到 (上 面 树 中 的 )p 过 gq， 
可 以 反复 运用 这 一 假设 。 

向 鞋 移 动 树 ， 现 在 来 看 pq. K— 
最 外 层 的 运算 符 还 是 列 含 运算 符 ， 因 此 仍 
然 可 以 使 用 缆 含 引入 规则 来 得 到 这 一 结果 。 


[蕴含 引入 规则 , ] 


jog fA] 

(p2q)>(poq [蕴含 引入 规则 ,] 

回 样 ， 由 蕴含 引入 规则 的 机 制 可 知 ， 户 
是 第 一 个 假设 ,为 了 得 到 9， 可 以 反复 使 用 
这 一 假设 。 

现在 ,必须 从 p 和 p=>g 证 明 g。 在 这 
里 最 然 有 “个 规则 可 以 用 来 完成 这 一 证 
Ul. MAL. 这样， 我 们 就 得 到 了 完 
WE 





(2o OP AO F bg 1 ALR E 2 MRR ERE. 








ud lek MECRES UE 
PARIAN] Uu 
(pep > (p>) [A 含 引 入 规则 ， ] 


我 们 得 到 的 是 一 棵 不 含 没 被 释放 假设 的 
树 ， 因 此 ， 可 以 得 出 
(p>q)—> (pq) 

命题 逻辑 的 定理 这 一 结论 。 CI 

在 上 面 ， 下 标 1 表示 使 用 蕴含 引入 规则 
FE e pq) Op XT pg 的 假 
B. dU PR 2 Anf HZ | A AMS h fi 
iE p. BEF p dE. 

PM 如 果 命 题 d 逻辑 等 值 于 
true， 那 么 对 于 任意 命题 p. BS peg 也 
UP cec 与 此 相似 ， 在 自然 演绎 的 
范畴 内 ， 如 果 通 过 证 明 树 证 明了 命题 p 为 
真 ， 那么 对 任意 的 命题 yg，g 二 >p 也 为 真 ， 

例 3.32 我 们 已 经 看 到 “ 猪 能 飞 二 1 十 1 
二 2” 逻辑 等 值 于 true. AA (p> true) S 
true 是 命题 逻辑 的 定理 。 可 以 如 下 证 明 它 是 
命题 逻辑 的 定理 。 

ESET a SE 

E XOT y LA fr 3| AER 口 

ape 141—2 一 个 数学 定理 。 央 
此 ， 无 需 前 提 或 者 假设 去 证 明 它 的 有 效 性 。 
虽然 在 1 十 1=2 的 证 明 中 没有 使 用 陈述 “ 猪 

能 ”但 是 ， 由 于 对 于 任意 命题 p. p> 
true 都 逻辑 等 值 于 true， 因 此 可 以 在 此 使 用 
蕴含 引 人 和 人 规则。 我 们 称 这 样 的 假设 为 真空 
《vacuous) 假 设 , 在 这 种 情况 下 ， 不 需要 为 
相关 规则 赋 下 标 。 因 此 、 尽 管 在 证 明 1 十 1 
二 2 时 假设 了 “ 猪 能 飞 ”， 但 是 在 任意 步骤 中 





。 都 不 需要 使 用 这 一 假设 。 


下 一 个 规则 称 为 真 引 入 (true 
introduction) 规 则 ， 该 规则 简单 地 说 明 true 
是 命题 逻辑 的 定理 。 

一 一 [ 真 引 和 规则] 


true 


译 者 注 





$ E iE B 
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练习 3.36 使 用 学 过 的 规则 证 明 false 
rue 是 命题 逻辑 的 定理 。 t] 

下 “个 规则 是 关于 合 取 运 算 符 的 规则 。 
如 果 我 们 证 明了 p Ag 为 真 ， 那 么 就 可 得 到 
b XE. 

AA4[ 合 取消 去 规则 1 

间 样 。 如 果 我 们 证 明了 pAg HA. M 
么 就 可 得 到 4 为 真 。 

PAAT GB GERI 2] 

上 式 中 的 1 和 2 与 假设 无 关 ， 它 们 是 规 





则 和 名称 的 组 成 部 分 ， 表 明 哪 一 个 合 取 构成 了 
结论 。 

相反 ， 如 果 我 们 证 明了 p 和 g 都 为 真 ， 
那么 就 可 得 到 pAg 为 真 。 

bod J 

PAL UL AJUM | 


例 3.33 用 上 面 的 规则 可 以 证 明 下 列 
命题 

(CpBAqUArDSOBAQGUAr»D 
是 命题 逻辑 的 定理 。 证 明 如 下 。 











[CA Arh Ar] LA elim] ]? 

[(pAqAr |, Qo qB PAG [A elim2 3 [PAD Arh lim2? 
pAg . LAliml q J pL Aelim2 ] 
b [ A elim] ]® FAF [ A intro ]? 

L ^intro |? 


pA qr) 





(pAQMAn=(pA(qAr)) 


[= intro, | 


D: O 合 取消 去 规则 1, O 合 取消 去 规则 2; @ 合 取 引 人 和 人 规则; OAs AMM. 


练习 3.37 使 用 合 取 引入 规则 和 合 取 
消去 规划， 证 明 
(pA@=(ah p) 
是 命题 逻辑 的 定理 。 口 
析 取 引 和 人 规则 也 是 很 直观 的 : 如 果 我 们 
证 明了 p. 那么 就 可 得 到 p Vg AH. 


P Ur B3 | A RU 13 
bVq 


同样 。 如 果 我 们 证 明了 g、 那 么 也 可 得 
到 pVg WH. 


-P RRIA 2] 
pVd 


练习 3.38 使 用 已 经 学 过 的 自然 演绎 
规则 证 明 下 列 命 题 是 命题 逻辑 的 定理 。 

l. pAq-»pVq 

2. false=> (true V false) 

析 取 消去 规则 虽然 很 直观 ， 但 乍 看 起 来 
却 非 常 复杂 。 

首先 ， 假 设 通 过 自然 演绎 我 们 已 经 从 p 





























得 出 了 +， 而 且 也 从 g Hn or. RK, 
设 我 们 已 经 证 明了 p Vg 成立。 如 果 我 们 知 
道 p 为 真 或 者 g 为 真 ， 而 且 知 道 从 户 和 9 都 
可 以 证 明 r 为 真 ， 那么 ， 就 可 以 得 出 
为 真 。 

这 个 规则 的 形式 如 下 所 示 。 

(bh Cal 


r r pV 





[ 析 取 消去 规则 ,] 


) 

53.34 假设 我 们 已 经 证 明 意大利 或 
者 西班牙 将 在 某 足 球赛 中 获胜 。 另 外 ， 根 据 
地 理学 ， 我 们 也 知道 如 果 意 大 利 获胜 ， 那 么 
欧洲 将 是 获胜 者 ， 还 是 根据 地 理学 ， 我 们 知 
道 如 果 西 班 牙 获胜 ， 那 么 欧洲 将 是 获胜 者 。 
所 以 ， 可 以 得 出 某 个 欧洲 队 将 获胜 。 形 式 化 
的 推导 过 程 如 下 所 示 。 
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[意大利 获胜 | | 地 理学 [西班牙 获胜 上 





[定理 ] 
DUI SKARE OR nies d] 





”欧洲 获胜 欧洲 获胜 
欧洲 获胜 
练习 3.39 使 用 已 经 学 过 的 自然 演绎 


规则 ， 证 明 

(per) ACq7r) Op V gr) 
是 命题 人 逻辑 的 定理 。 

等 值 运算 符 的 演绎 规则 相对 来 说 比较 直 
观 。 首 先 ， 如 果 我 们 已 经 证 明了 pq H 
真 ， 那 么 p> 和 9=> 户 都 为 真 。 


D4[ 等 值 消去 规则 1] 


p-?q 

















P2957 y J 
qo» po EHA N 2] 


另外 ， 如 果 我 们 已 经 证 明了 pq 
9 之 户 都 为 真 、 那 么 peq HA. 


Pq _ G> Pr 
pe ”上 上 等 值 引入 规则 ] 


练习 3.40 使 用 已 经 学 过 的 自然 演绎 
规则 ， 证 明 

(pg)>((p>g) A (qo p») 
是 命题 人 逻辑 的 定理 。 [] 








练习 3.41. 拓展 练习 3.37 的 结果 ， 
证 明 

(pAq)e A p) 
是 命题 逻辑 的 定理 。 "Ll 


由 于 证 明 树 与 要 证 明 的 定理 (总 为 true 
的 陈述 ) 相 关 ， 如 果 在 证 明 树 中 得 到 了 
false， 就 可 以 知道 我 们 做 了 错误 的 假设 ， 也 
就 是 说 ， 在 推导 中 “ 走 错 了 路 ”。 这 个 观点 可 
由 下 面 的 规则 来 刻画 ， 如果 我 们 从 p 证明 
出 了 false, A p 一 定 等 值 于 false, Bf, 
一 上 一 定 等 值 于 true, 

p 


false 


— [和 否定 引入 规则 ] 
同样 ， 如 果 我 们 从 = 户 证 明 出 false, Jf 














么 一 一定 为 false、 即 ， 户 一 定 为 true。 
^p 


ESTARA 


最 后 . p M-p 不 能 同时 为 真 。 如 果 我 
们 在 某 处 同时 证 明了 p 和 一 p. HB b 
得 到 false 的 结果 。 


和 人 [ 假 引入 规则 ] 


fal 

练习 3.42 使 用 自然 演绎 规则 ， 证明 
下 列 命题 是 命题 逻辑 的 定理 。 

1. Cp A p)=-(pA- p) 

2. SCpV o p) (pV p) LJ 








3.13 ”附加 练习 


假设 p 代表 陈述 “ 乔 恩 高 
， 写 出 下 列 命 题 


练习 3. 43 
MU. q 代表 “ 史 蒂 夫 痛 蔡 ” 
所 表示 的 自然 语言 陈述 。 

1l.—p 

2. b Aq 

3. pV^q 

4. p>q 

5. pq 

练习 3.44 假设 p 代表 "“ 乔 恩 高 兴 ”. q 
代表 “ 史 蒂 夫 痛苦 "， 写 出 表示 下 列 自 然 语 言 
陈述 的 命题 形式 。 

lL. “PBR.” 

2.“ 史 蒂 夫 不 痛苦 而 且 乔 恩 不 高 兴 。” 

3.“ 史 带 夫 痛苦 或 者 乔 恩 不 高 兴 。” 

4.“ 如 果 史 蒂 夫 痛苦 ， 那 么 乔 恩 高 兴 。?” 

5.“ 乔 恩 不 高 兴 当 且 仅 当 史 蒂 夫 痛 若 。” 

练习 3.45 假设 户 代 表 " 乔 恩 高 兴 ”，9 
Kd RGAE’. 代表 “阿里 生气 ”， 写 





Qo o£ iE HE 


iN) 
eA 





i Fd iq d EROR I EL PATE ARG 

lL. CpAqr 

2.pVigA- Pr 

3. peetqAr) 

练习 3.46 BB p RR TREN”. q 
RE LRP Rr 代表 "阿里 生气 ”， 写 
出 表示 下 询 自 然 语 言 陈述 的 命题 形式 。 

“FR Eo. hi HAEE A K SH 

PEE” 

2. “如 果 阿 里 生气 ,那么 乔 恩 
qd Adm mu" 


高 兴 或 者 


"api KB a 4 ELDU Fp SSL Bal 

里 不 生气 。” 

练习 3. 要 写 出 下 列 各 命题 的 真 值 表 。 

lI.pV-—g 

2. ^ pAq 

3. p Gp hq) 

4. ^ pq 

练习 3.48 使 用 等 值 推理 证 明 pp => 
(OP Aq T pq. 


练习 3.49 使 用 等 值 推理 证 明 
(^ p=> p)e>p 


Ad HA. 
练习 3.50 ”使 用 证 明 树 证 明 p> (gp) 
cn gu d Bu XE 
练习 3.51 使 用 证 明 树 证 明 
(Op A— poo» (true false) 
是 合 题 逻辑 的 定理 。 


练习 3.52 合 取 式 是 由 合 取 运算 符 连接 
起 来 的 组 命题 。 例 如 ，p AgAr 是 一 个 合 
到 式 。 析 取 式 是 由 析 取 运算 符 连接 起 来 的 一 
组 命题 。 例 如 . pVqVr 是 -一 个 析 取 式 。 对 
一 个 命题 ， 如 果 命 题 满足 下 列 条 件 ， 那 么 
陈 之 为 合 取 范 式 (conjunctive normal form), 
。 在 命题 中 不 出 现 运 算 符 之 和 全 。 
。 一 只 出 现在 原子 命题 的 前 面 。 
。 如 果 命 题 包 含 A 和 V， 那 么 
PAA UC. 
IE. PVa pA gg 和 (pVa)ACpVr) 


命题 是 


BERRE, 而 (pAg) 和 (pAg)V 
(pAr) 都 不 是 合肥 范式 。 

使 用 等 值 推理 ， 把 下 列 站 
AX. 

lL. p» (qV r) 

2.(pA@=>(qVr) 

练习 3.53 对 于 一 个 命题 ， 如 果 它 满 
EPI RIE. 那么 称 之 为 析 取 范式 。 

。 在 命题 中 不 出 现 运算 符 之 和 后。 

。 一 只 出 现在 原子 命题 的 前 面 。 

。 如 果 命 题 包 含 A 和 V ， 那么 命题 是 

合 取 式 的 析 取 式 。 

内 此 , pVg、 pA g 和 (pAg)V (pAr) 
都 是 析 取 范式 , d 一 (pAg) 和 (pVg) 人 人 
(pV BE REB. 

使 用 等 值 推理 ， 把 下 列 命题 转换 成 析 取 
范式 。 

1. (pA Vr) VE 

2. (pV (GA DD Ap 


命题 转换 成 合 取 


3.14 练习 解答 


3.1 

l. true 

2. true 

3. false 
3.2. 可 以 对 除 第 一 个 陈述 外 的 其 余 陈述 赋 
真 值 : 我 们 没有 足够 的 信息 (例如 是 哪个 乔 
恩 ) 来 确定 第 一 个 陈述 的 真 假 。 第 二 个 陈述 
是 假 的 。 第 三 个 和 第 四 个 陈述 都 是 真 的 。 
3.3 

1.“ 现 在 没有 下 雪 。” 

2.“ 乔 恩 不 喜欢 阿里 。” 

3. “a2 NPS F y.” 


l. false 

2. false 

3. true 
3.5 


l. false 
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2. false 
3. true 


« 
3.6 (5 DAC OKARA TER. 





























p q p| oa [EPA] 
true | true | false | false | false 
true | false | false | true false 
false | true | true [ false false 
false | false | true | true true 











3.7 一 (pAg) 的 真 值 表 如 下 所 示 ，。 
































p TEn 
true | true | true false 
true | false | false true 
false | true | false true 
false | p false | true 








3.8 


1. 这 一 真 值 表 有 8 行 ， 因 为 有 8 种 可 


能 组 合 ， 可 能 的 组 合 如 下 表 所 示 。 









































P q r 
| 
true true J true 
To 
true true false 
true false true 
m 
true false false 
十 1 
false true true 
L -4 
false true false 
false | false true 
false false | false 











2. pAg 的 真 值 表 有 4 行 ， pAgAr 的 
真 值 表 有 8 行 ，p 和 Aq 人 rA; 的 真 值 表 有 16 
行 。 对 于 每 种 情况 ， 每 个 原子 命题 都 有 两 种 
可 能 的 值 : true 或 false, MU, 含有 nn 个 
原子 命题 的 命题 的 真 值 表 有 2" 行 。 

3. 这 样 的 真 值 表 有 一 行 ， 因 为 命题 
true 只 能 是 true， 而 命题 false 只 能 是 false, 
即 ， 只 有 一 种 值 的 可 能 组 合 。 

3.9 

1. 根据 规则 3.2, —— (true A false) 等 

值 于 true A false, HL MLM 3.5, true A 


false 等 值 于 false. Ak. 这 一 命题 逻辑 等 
值 于 false, 

2. 根据 规则 3.5. p A false 等 值 于 
false。 再 根据 规则 3.5, true A false 等 值 于 
false。 因 此 ， 这 一 命题 逻辑 等 值 于 false. 

3. 根据 规则 3.5. p A false 等 值 于 
false。 根 据 规则 3.1. — false 等 值 于 true, 
根据 规则 3. 3 或 规则 3.4. true A true 等 值 
于 true。 因 此 ， 这 一 命题 逻辑 等 值 于 true, 
3. 10 

1. 根据 规则 3.8, CfalseA p) A q 等 值 
T falseA CoA qu. REHUN 3.7, ARE 
TO Aq A false, RAN 3. 5， 该 式 等 值 
于 false。 因 此 ， 这 一 命题 逻辑 等 值 于 false. 

2. 根据 规则 3.7，pA(falseA9) 等 值 于 
PA(gAfalse)。 根 据 规则 3.5， 该 式 等 值 于 
pA false。 再 根据 规则 3.5， 该 式 等 值 于 
false。 因 此 ， 这 一 命题 逻辑 等 值 于 false. 

3. 11 

















l. false 
2. true 
3. true 
3. 12 
-~(PVg) 的 真 值 表 如 下 所 示 。 
| d LEG 
true | true | true false 
true | false | true false 
false | true | true false 
| false false | false | — true J 






































3.13 (~ p)V (一 9g) 的 真 值 表 如 下 所 示 。 
p | a [or] z] pV 
true | true | false | false false 
true | false | false | true true 
false | true | true | false true 
false | false | true | true true 

3. 14 


l. 根据 规则 3.11, pV false 等 值 于 Po 
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根据 规则 3.12, pV true 等 值 于 true, Al 
此 ， 这 一 命题 逻辑 等 值 于 true. 

2. 根据 规则 3.5. p A false 等 值 于 
false。 根 据 规则 3. 12，false V true 等 值 于 
truc。 根 据 规 则 3. 1. 一 true 等 值 于 false, 
内 此 ， 这 一 命题 逻辑 等 值 于 false, 

3. 15 

|l. 先 看 左边 的 析 取 式 ， 根 据 规 则 3. 14, 
truc V p ^E fA F p V true, 根据 规则 3.12, 
PV true 等 值 于 true, 根据 规则 3. 1, — true 
等 值 二 false。 再 看 右边 的 析 取 式 ， 根据 规 
则 3.11. pV false 等 值 于 p。 现 在 考虑 整个 
命题 ， 根 据 规则 3. 7，false A p 等 值 于 pA 
false, fio. 根据 规则 3. 5，p A false 等 值 
F false。 因 此 ， 这 一 命题 逻辑 等 值 于 false, 

2. 根据 规则 3. 14，true Vg 等 值 于 gV 
truc。 根 据 规则 3. 13，pV (gy V true) 等 值 于 
(pV q) V trues RJ- 根据 规则 3.12， 它 
等 值 于 true。 因 此 ， 这 一 命题 逻辑 等 值 于 
true, 

3. 16 

1. 根据 规则 3.17, PA CC po V9) 等 
值 于 CpA (~ pV (pAgq)。 根 据 规则 3. 6， 
这 一 陈述 等 值 于 false V CB A gq)。 根 据 规则 
3. 14， 它 等 值 于 (pA g) V false, BUS, H 
据 规则 3.11. ESA pq. 

2. 根据 规则 3. 16,，(pAg)V 一 p fü 
于 (pV Co p)) A Cq V (mp))。 根据 规则 
3. 15， 它 等 值 于 true A (GV (~ p))。 根 据 规 
则 3.7. "E fü T(GVC p)) A true。 最 后 ， 
RERU 3. 4， 它 等 值 于 gV (- p, 

3. 17 

l. e-»r 

2. re 

3. ec»r 


d. Cr (9 e)) 


它 等 值 于 true, 
2. true 人 true， 它 等 值 于 true, 


]，false=> false， 


3. false=>true， 它 等 值 于 true, 
4. true>false, È IRF false, 
3.19 (pAg) 二 (pVg) 的 真 值 表 如 下 所 示 。 























p q b^q|bVq (pA q)=>(pV q 
true true true true | true 
true | false | false | true true 
false | true | false | true true 
false | false | false | false true 

















3.20 (pVq—OBAgIRIBXU TH. 


























b q |bVq pAg| (pVq QA 
true | true | true | true | true 

true | false | true | false false | 
false | true | true | false false 

false | false E | false true 








3.21 

l. 根据 规则 3.18. p- p 等 值 于 (~ p) 
V p。 根 据 规则 3. 15， 它 等 值 于 true. | 

2. 根据 规则 3. 18，(p A qq SAF 
CPAD) Vq 根据 规则 3.9， 它 等 值 于 
(( 一 Pp)V (gq))Vg。 根 据 规则 3.13， 它 等 
EF 5D VXG- oV gq)。 根 据 规则 3. 15, 
它 等 值 于 (~ p) V true, REAM 3.12, € 
等 值 于 true。 

3.22 

1. 假如 二 满足 结合 律 ， 那 么 对 于 所 有 
的 命题 p、g Mr. A p> (qr BRS AF 
(p-23)-»r, BIR p H false, q X true, r 
为 false， 则 前 一 个 命题 逻辑 等 值 于 false 
false, 它 是 true， 而 后 一 个 命题 逻辑 等 值 于 
true>false, 它 是 false。 因 此 ， 之 不 满足 结 
合 律 。 

2. 假如 之 满足 交换 律 ， 那 么 对 于 所 有 的 
命题 p 和 g， 一定 有 p>q 逻辑 等 值 于 q— p. 
假设 p A true, q 为 false， 那 么 true=>false 
肯定 不 逻辑 等 值 于 false>true, Ak, >R 
满足 交换 律 。 

3. RU EEA. 那么 对 于 所 有 的 
命题 p， A p>p 逻辑 等 值 于 p。 假 没 p 为 
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false. ABA p-»p 等 值 于 true。 因此， 之 不 
AES. 
3. 23 

l. falseSfalse, T SE TB. true, 

2. truetruc, È € IAF true, 

3. falsestrue, CHEF false, 

4. true@*false. ' S fü T false, 


(pz»q)eC(q-» PRAEERAT BD. 





























p | a | py] gp] oq Gp 
true | true true true true 
true | false false | true false 
false | true | true | false false 
| false | a true | true true 








l. 根据 规则 3.23. p true 等 值 于 
(p=>true) A Ctruez» p), 38 Jg HEM 3.18, 
这 一 陈述 等 值 于 ((- p) V true) A CC^ true) 
Vp). 根据 规 则 3.12. 它 等 值 于 true A 
(C^ true) V p). 根据 规则 3.1， 它 等 值 于 
true A (false V p)。 根 据 规 则 3. 14， 它 等 值 
F true A (pV false)。 根 据 规则 3. 11， 它 等 
值 于 truc A p. REAM 3.7， 它 等 值 于 
PAtrue, 根 据 规则 3.4， 它 等 值 于 b. AF 
等 式 左边 逻辑 等 值 于 p. MADE p. RE 
规则 3. 21， 这 一 命题 等 值 于 true。 

2. 根据 规则 3.23, pesfalse SAF Cp 
false) A Cfalse>p), EMMI 3.18, iX 
一 陈述 等 值 于 ((- p) V false) A (C^. false) 
Vp). 根据 规则 3.11， 它 等 值 于 (- p) 人 
(C5 false) V p), REHU 3.1， 它 等 值 于 
C7 p) A Ctrue V p)。 根 据 规则 3.14， 它 等 
值 于 (- p) A Cp V true)。 根 据 规则 3.12, 
它 等 值 于 (- p) Atrue。 根 据 规 则 3. 4, 它 等 
f^ p。 由 于 等 式 左 边 逻 辑 等 值 于 - p， 而 
右边 是 - p， 根 据 规则 3. 21， 这 一 命题 等 什 
T true, 


3.26 iMüncRGSM. 那么 对 于 任意 的 命 


Ap. 一 定 有 pop CRSA p. MR p 
为 false. 那么 perp PF true. Aik. e 
不 是 徊 等 的 。 
3.27 

1. C- pVa 

2. BV lgAr) 

3. CpA q)7»r 

4. C- DKG q2 Ar) =s) 


| 3.28 


l. MR p A false H q X false. MAK 
个 命题 为 false， 所 以 它 不 是 重 言 式 。 

2. 无 论 我 们 为 p 和 9 赋 什 么 值 ， 这 一 
命题 都 为 true, 所 以 它 是 重 言 式 。 

3. WR q A true H pW false. 那么 整 
个 命题 为 false，、 所 以 它 不 是 重 高 式 。 

4. 无 论 我 们 为 p 和 gq 赋 什 么 值 ， 这 一 
命题 都 为 true， 所 以 它 是 重 言 式 。 
3.29 

1. 无 论 我 们 为 p 和 9 赋 什 么 值 ， 这 一 
命题 都 为 false， 所 以 它 是 矛盾 式 。 

2 无 论 我 们 为 p 和 4 赋 什 么 值 ， 这 - - 命 
题 都 为 false， 所 以 它 是 矛盾 式 。 

3. 无 论 我 们 为 户 和 9 WT AO. Be 
的 第 一 参数 都 为 false， 因 此 这 一 命题 总 为 
true， 所 以 它 不 是 矛盾 式 。 
3. 30 

l. 无 论 我 们 为 p Mg 赋 什 么 值 ， 这 一 


”命题 都 为 true， 所 以 它 不 是 不 定式 。 


2. 如 果 pp 为 true H q 为 false( 或 者 相 
反 )， 那 么 这 一 命题 为 false。 另 外 ， 如 果 P 
Tig 都 为 true( 或 都 为 false)， 那么 这 一 命题 
为 true。 因 此 ， 它 是 不 定式 。 

3. 31 

l. 


D | q n 


true | true 











an 


true false true 








false | true | false true true 








true true 





true | false "i true true 


false | false | false 








29 






































f$ o3 £ H 
由 于 上 表 的 最 后 - 栏 的 每 一 项 都 为 
truc. 所 以 这 Pp 育 式 。 
2. 
p 
ip q | Pa >T p(poqge qp 
true true true | true true 
- -— — 
true false | false false | . true 
| false dU truc | true true true 
false e| false true | true true 
上 由 天 上 表 的 最 后 一 栏 的 每 一 项 都 为 


true， 所 以 这 一 命题 是 重 言 式 。 























3. 
— peo p a PPSP g 
true false false 
true true true 
true true true | 
«| false | false true true 

















HP LA BUR Ry I false 和 

















三 项 true， 所 以 这 一 命题 为 不 定式 。 
4. 
eT 
true el true true true true 
true | false | false true true 
false = true false | false 
false false | true | true | true 




















由 于 上 表 的 最 后 一 栏 中 有 一 项 false 和 
:项 true， 所 以 这 一 命题 为 不 定式 。 


5. 














^ (p-pA 
Popp T >g) T p> p 
(一 pp 
^ — 
true | true false true | false 
false | true false true | false 











由 于 土 表 的 最 后 一 栏 的 每 一 项 都 是 
false， 所 以 这 一 命题 为 矛盾 式 。 
3.32 


il. (Cpestrue)ep 


ptrue) A Crue pie p 

[规则 3. 23] 
S po Viru) A CCo true) V pap 

[规则 3. 18) 
S(trueA CC^ true) V pap 

[规则 3. 127] 
ex(true A (false V pep [规则 3.1] 
€xs(trueA Cp V fals)) ep. [规则 3. 14 
ex(true A poe» p [规则 3. 11 
Slp true) p [规则 3.7] 
[规则 3.4] 
[规则 3. 21] 





eS pep 
true 
2. (pefalse)=(— p) 
e((Cp»false) A Cfalse> p) p) 
[规则 3. 23] 
(CC p) V false) A (G false) V poe 
(^p [规则 3. 187 
SC p)ACC- false) V prec p) 
[规则 3. 11] 
SC p) A Crrue V p))es(o p) 
[规则 3. 1] 
SU p) ACpPV true)» eX p 
[规则 3. 14] 
[规则 3. 12] 
[规则 3. 4] 
[规则 3. 21] 


eC p) Atrue) (= p) 
exc pep 
etrue 
3. 33 
l. (paq) >q 


=-(ph>@Vq [规则 3.18] 


S> pVqVq [规则 3. 9] 
€ pVq [规则 3. 107] 
2. (p=>q)Ap 

exc pVaAp [规则 3. 18] 
ec pAPV GAD) [规则 3.17] 
S (pV Pp)V (egVp) [规则 3.9] 


O-0OppVpVGVp [规则 3.13] 
> true V (qA p) [规则 3. 15) 
efalse V (qA p) [规则 3.1] 
Sq A p) V false [规则 3. 147 
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iq Np [规则 3.11] — 3.35 
3. 34 1l. (Pg) >p) 
l. (p=qg)@(- q>- p) €» pq) => (pesq) [规则 3. 20] 
e pV get qo p) [规则 3. 18] true [练习 3.32] 
ec pV qV p) 2. (PAPS pV- 9) 
[规则 3. 18] SPAS- pAg) [规则 3.9] 
l pVq)exqV-—- p) [规则 3.2] false [规则 3. 22) 
Vo p)extqu— p) [规则 3. 13] 3. 36 
é>true [规则 3. 21] — TH A BLU J 
2. (ptstrue) p i ego AASA] 
t2 pp [练习 3.32] 
€2true [练习 3. 21] 
3.37 


ELI 2] 了 [全 取消 去 规则 1] 


q^p [蕴含 引入 规则 ,] 





[ 合 取 引入 规则 ] 











(pAgq)—>(gAp) 
3.38 
l. 
[pAg [入 到 消去 规则 1] 
—— [ 析 取 引入 规则 1] 
- PV o 48 & 3] AURIS] 
2. 


iue ESI A BLM] 
一 [ 析 取 消去 规则 17 


true V false 
false (true V false) 


3.39 从 树 根 出 发 ， 我 们 有 如 下 证 明 树 。 








[蕴含 引入 规则 ] 


ror TPN koe cim. ] 


r 





(Vr CAS S| A RU, T 
(Cpr) A (qr) (Cp V gor) 
现在 ， 我 们 只 剩 下 两 个 任务 : 给 定 假设 pM pon A (gm 来 证 明 r. URBE BUR 9 
Al pr) A (qr) GEM >。 依次 证 明 它们 如 下 ， 
[(p=>r) A (gr) |, 


p>r 





[蕴含 引 人 规 则 ,] 





[ 合 取 消去 规则 Ur, 1, 


r 





[蕴含 消去 规则 ] 


[(p=r) A (g=>r) |; 
qr 





[ 合 取消 去 规则 27 4 


r 





[蕴含 消去 规则 ] 
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4 dp iP HE 
3. 40 
wes [等 值 消去 规则 1] PIP 2 | 等 值 消去 规则 2] 
合 取 引 入 规 见 ， 
o0 Uo Ag oP ie Tore Te 
(pq (pag) A q> p)) É 
3. 41 
pAs [A eli m2 |" VOCATIS ml]? [qA p |; [A elim??? [0A P br A elimi]? 
A [ Aintro ?? "m —[ A intro]? 
qP ? q y 
(pAq) QA Lino] (qi p) —OpAq nudis 
{intro} 





PAM p) 
D 合 取 消去 规则 2; © 合 取消 去 规则 1: O 合肥 引入 规则 : CD ARIARI: © AFAR: © FAJ 
A BU 


ik: 


3.42 
l. 


LA 人 [ 合 取 消去 规则 1] PA P pass cm n 


Poog [ 假 引 入 规则 ] 
Tey LE S| A 


(pA pd SEAH T 














Ui Pip. ma] — [OV Pig ge: 
一 2 人 > 一-[ 合 取消 去 规则 1] 一 各 人 2-[ 合 取消 去 规则 2] 
[ 假 引入 规则 ] 





-false [否定 消去 规则 ] 


bV p A 
<A Sap ARSAN] 





3. 43 3. 45 
L FATRA.” 1.“ 如 果 乔 恩 高 兴 且 史 蒂 夫 痛苦 ， 则 阿 
2.“ 乔 恩 高 兴 且 史 蒂 夫 痛苦 。?” 
* MARRE MAR “或 者 乔 恩 高 兴 ， 或 者 史 蒂 夫 痛苦 且 
4.“ 如 果 乔 恩 高 Wi se Am VU 阿里 不 生气 。” 
5.“ 乔 恩 高 KHARSEEARE 3. "EI GE DU BLDUM de XR EHA 
3. 44 里 生气 。” 
log 3. 46 
^ ^a^ p l.p A- GA?) 
MN P 2, rp VD 
ovp 3.q pA r 
» 7 peg 
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3.47 3. 48 
i p> Aq» 
Pp q -9 | PV^q e pV pAg) [规则 3. 18] 
B truc true false true ec pVp)AC pVq [规则 3. 16] 
pm meom eere Dra 
lac ls uc truc (>= pVq) Atrue [规则 3. 8] 
; e pVq [规则 3. 4 ] 
“ - oper > pq [规则 3. 18] 
true true false | false | 3.49 
true false | false false C p> p)op 
false true true true (C p> p)p)NC-O pp) 
false false true false [规则 3. 23] 
3. SCG pz p) V pO A Co pV Co pro» pn) 
O9 Ta TR l PAA [规则 3. 187 
true i true | true true SCV PV PACH pV (pV p» 
| true false | false | false [规则 3. 18] 
false true false true - 4 
false 1 false | false | true OC PV PIA pV p) [规则 3. 10] 
L true A true [规则 3. 15 ] 
7 ; > -— true [规则 3. 4) 
| uue | true false false | 3. 50 
ee ef jp DARI NEN 
| false false | true false p> Go pyr ÄRI ARUM | 
3.51 
PAP eens samy 1] SPAT Oe EEA 
false [ 假 引 入 规则 ] 
crues» false A A 51 ARUM ] 
(pA^ p)-»(true-false) [蕴含 引入 规则 , ] 
3.52 SCPADV@DMANIVp 
l. p=>(qVr) [规则 3. 16] 
ex pV (Vn [规则 3. 18] &ORAqVOADVpb 
€ pVqVr [ 析 取 结合 律 ] [ 析 取 结合 律 ] 
2. (pAg)>(gVr) 2. (pViqAr Ap 
-CpAg)V V [规则 3.18] SpAPIV pA Ar) 
e» pV—-5 gqV qV [规则 3.9] [规则 3. 17] 
i5 =- pV^5qVqVr [ 析 了 到 结合 律 ] pV (pA(gAr)) [规则 3. 3] 


1  (pACaVr)) Vp 


SpV (pAgAr) LARA BE) 





第 4 章 


命题 忆 辑 和 集合 论 是 离散 数学 的 两 个 基 
本 组 成 模块 。 第 3 章 我 们 已 经 讲述 了 命题 逻 
辑 的 基础 知识 ， 本 章 介 绍 集合 论 的 -- 些 基础 
FC. 

RUBY fe EG Ie RE ARES RT 
VL Z X [End77], [Hen86 或 [CLP01j。 


题 


4.1 集合 

简单 地 齐 ， 集 会 (set) 是 一 些 事 物 的 无 
序 沪 集 。 举 例 来 说 ， 在 第 2 章 介绍 过 的 自然 
数 形成 PEA. ie fe ls 同样 ， 所 有 实 
数组 成 一 个 集合 ， E . n5. WERE 
有 的 国家 组 成 一 个 集合 ， 称 作 Countries: 
则 样 ， 世 界 芋 所 有 的 人 组 成 一 个 集合 ， 称 作 
People。 

在 上 面 的 例子 中 ， 我 们 通过 名 称 来 表示 
集合 ， 并 且 对 集合 中 所 包含 的 事物 有 了 一 些 
基本 的 概念 : 也 就 是 说 ， 对 集合 的 元 素 ( 或 
成 员 ) 有 了 基本 的 了 解 。 

有 时 ， 需 要 更 加 具体 一 些 :; 有 时 ， 仅仅 
提 及 抽象 的 对 象 还 不 够 ， 例 如 表示 直 界 上 所 
有 人 的 People。 这 时 ， 也 许 需 要 使 用 元 素 
KELKA: 例如 ， 可 以 定义 一 个 包括 曾经 
说 得 过 世界 杯 足 球赛 的 所 有 国家 的 集合 。 

做 这 件 事情 的 方法 是 将 集合 中 的 所 有 元 
素 列 出 来 ， 并 且 在 它们 的 两 边 加 上 花 括号 
“4” 和 “}”"。 每 一 个 元 素 都 写 在 花 括号 内 ， 元 
素 间 用 肥 号 分 开 。 所 以 ， 可 以 用 下 面 的 方式 
定义 世界 杯 冠 军国 家 的 集合 。 

Winners 二 (阿根廷 ， 巴 西 ， 英 格 兰 ， 
AW. FEL. EKA. SRE} 

我 们 把 这 种 定义 集合 的 方法 称 为 外 延 法 
(extension) 或 枚 举 法 (listing)。 

例 4.1 格雷 厄 姆 (Graham) 有 3 张 


集 


人 
c 


` 
论 
CD, 一 张 是 Abba 的 ， 一 张 是 Westlife 的 ， 
一 张 是 Madonna 的 。 包 含 这 三 张 CD 的 集 
合 称 为 graham_cds (Graham 的 CD)， 表 
m: 
graham_cds= (abba. westlife, madonna? 
C] 
例 4.2 撞 球 游戏 中 、 把 所 有 的 球 ( 除 
TERR) JA 1 8 15 进行 编号 。 这 样 ， 可 以 用 
下 面 的 方法 定义 集合 pool balls: 





pool balls = (1. 2. 3. 4, 5. 6. 7, 
8. 9, 10, 11, 12. 13. 14. 15} g 
练习 4.1 列 出 下 列 集合 中 的 元 素 。 

1 英语 字母 中 所 有 元 音字 母 构 成 的 
2. 比 2 大 的 所 有 素 偶 数 构成 的 集合 。 


3. 在 短语 “the set of letters” 中 出 现 的 
TF REFS LB IE C1 

练习 4.2 用 外 延 法 定义 下 列 集合 。 

1. 小 于 6 的 自然 数 的 集合 。 

2. 小 于 6 的 奇数 的 集合 。 

3. 短语 "the set of vowels” 中 出 现 的 元 
音字 母 组 成 的 集合 。 C1 

任何 一 个 元 素 在 给 定 的 集合 中 只 能 出 现 
一 次 。 例 如 ， Ail, 2. 3. 3) I1. 2, 
2，3} 是 相等 的 。 实 际 上 ， 它 们 都 等 同 于 !1， 
2. 3). 

例 4.3 集合 fruitbowl 只 能 告诉 我 们 
该 集合 包含 什么 样 的 水 果 ， 而 不 能 告诉 我 们 
每 一 种 水 果 的 数目 。 








fruitbowl = (ER, R, ER. NS T. 
BEF} 
这 个 集合 等 同 于 
CERE. FR. NL. OM. GER. ST. 
BET C] 


另外 ， 元 素 在 集合 中 出 现 的 顺序 也 是 无 
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pis 





KEM. Abb, S86 513. 1. 2). (1. 2, 
342. 1, 318p 4H5g B9. 

例 4.4 集合 eaten 只 能 告诉 我 们 哪 种 
水 果 已 经 被 吃 掉 了 ， 而 不 能 告诉 我 们 水 果 被 
旋 掉 的 顺序 。 

eaten FÆ. kr. aN } 
这 个 集合 等 同 于 

UM. HD. WES 

$|4.5 下 面 的 每 一 个 集合 都 等 同 于 集 
SE. FA). 

(HAS, Ae), (A, Au. Wd 
tas bt. WA ASE}. (AE. HR. 
AG. AFAR. ES AES, (ER, ARE 
WARK). (HAR. HA. AR 

当 两 个 集合 含有 完全 相同 的 元 素 时 ， 我 
们 称 这 两 个 集合 相等 。 若 集合 S 和 集合 
相等 ， 写 作 S= 了 T。 例 如 ， 因 为 我 们 已 经 知 
道 了 集合 没有 顺序 的 概念 ， 所 以 {a，b} 和 
1b，a}) 是 相等 的 ， 可 以 写成 

la. b) — (b, a} 
另外 ， 央 为 集合 没有 重复 的 概念 ， 所 以 

ia. b, b, a) — la, b) 

练习 4.3 下 列 集合 中 哪些 是 相等 的 ? 

1. 单间 “spear” 中 包含 的 字母 所 组 成 的 














* 





2， 单 词 “pears" 中 包含 的 字母 所 组 成 的 
3. 单间 “spares” 中 包含 的 字母 所 组 成 的 


4. 单词 "spears" 中 包含 的 字母 所 组 成 的 
集合 。 L 





4.2 BE 


如 果 一 个 集合 只 包含 一 个 元 素 ， 那 么 我 
们 称 它 为 单 集 (singleton set), fla, BA 
ta) Li — PAS, ERA lb) 也是。 相 
E. 集合 te， 分 就 不 是 一 个 单 集 ， 因 为 它 包 
含 了 两 个 元 素 。 


例 4.6 24 与 30 间 的 素数 构成 的 集合 
ERR, BEAL 293. 

4.7 24 与 30 合 的 偶数 构成 的 集合 
不 是 单 集 ， 这 个 集合 为 126，28 1) 。 C 

练习 4.4 下 列 集合 中 哪些 是 单 集 ? 

1. 除了 1 和 其 本 身 外 , 9 的 所 有 约 数 构 . 
成 的 集合 。 

2. 除了 1 和 其 本 身 外 ，11 的 所 有 约 数 
构成 的 集合 。 

3. 除了 1 和 其 本 身 外 ，16 的 所 有 约 数 
构成 的 集合 。 口 

















4.3 BE 


就 像 我 们 在 练习 4. 4 中 所 看 到 的 ， 在 有 
些 情 况 下 ， 一 个 集合 不 包含 任何 元 素 ; 这 些 
集合 都 等 同 于 空 集 (empty set)， 即 不 含 任 
何 元 素 的 集合 。 我 们 把 空 集 记 作 儿 或 {}。 

例 4.8 32 与 36 间 的 素数 构成 的 集合 
是 空 集 ， 大 于 2 的 素 偶数 构成 的 集合 也 是 空 
集 。 [] 
' 练习 4.5 下 列 集合 中 哪些 等 同 于 
空 集 ? 

1， 按 英文 字母 表 的 顺序 ，2Z 以 后 的 字 
母 所 组 成 的 集合 。 

2. 世界 上 不 是 联合 国会 员 的 国家 所 组 
成 的 集合 。 

3. 没有 后 继 数 的 自然 数 所 组 成 的 集合 。 

L] 





4.4 集合 成 员 


给 定 一 个 集合 S， 很 容易 推断 出 一 个 元 
素 是 否 在 该 集合 中 。 给 定 一 个 元 素 ;， 如 果 
TOR s 在 集合 S 中 出 现 ， 就 说 ;是 S 的 一 个 
A ñ (member), icff s€ S, 

例 4.9 数字 1 是 自然 数 集合 中 的 一 个 
元 素 ， 所 以 可 以 写作 1€i1。 E 

例 4.10 参考 例 4.3, 集合 fruitbowl 





k 6 论 
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fruitbow! , C1 
MEIR! KERAS PHBL. RUE 
KESH -O ARER. WEES, 














BL 数 一 1 不 是 自然 数 集合 ， 中 的 
元 素 . 写作 一 1 i. 
例 4.12 参考 例 4.3, BA fruitbowl 


AW FoR eR. HU fe Fr G 
fruitbowl, 

rh. ERC HF. 

规则 4.1 对 于 任意 的 集合 S 和 任意 的 
Es. A 

“(se S)@sES m 

另外 ， 任 何 元 素 都 不 属于 空 集 。 因 此 ， 
对 于 任何 元 来 x. BGR x © CABE Se a 
false, 

规则 4.2 对 于 任意 的 元 素 工 ， 有 

r€ 2 false 

练习 4.6 假设 集合 Primes 表示 所 有 
素数 组 成 的 集合 ， 集 合 Evens 表示 所 有 偶数 
组 成 的 集合 下列 陈述 中 哪些 为 真 ， 哪 些 
为 假 ? 

l. 6€ Primes 

2. 6€ Evens 

3. 7C Primes 

4. 7Q Evens Ld 

到 现在 为 止 , 仅 当 zx 是 一 个 元 素 且 X 
是 “个 集合 时 ， 才 能 够 写 ce X( 我 们 将 在 
后 面 对 这 一 限制 进行 形式 定义 )。 例 如 ， 如 
REG S 是 由 自然 数 2、3 和 4 组 成 的 集合 ， 
Bl S:-12. 3. 4). nTEJS 2€ S 05€ S, 
flit (21 € S (5) € S, BR 2€ S 为 
SAMIR SCS 为 假 。 然 而 ， 陈述 {2;ES 和 
(51€ S WHAM, AWM {5} 不 是 元 
KIERS. 

练习 4.7 
































假设 集合 S 是 由 英文 字母 a、 





b Ale 所 组 成 的 集合 ， 即 S—ia. b. c. F 

而 哪些 陈述 为 真 ， 哪 些 为 假 、 哪 些 示 定义 ? 
l.a€S 

2.d€ S 

3. JES 

4. id)€S 














4.5 FE 


有 的 时 候 ， 我 们 想 要 知道 一 个 集合 是 否 
包含 在 另 一 个 集合 之 中 。 例 如 ， 在 第 2 章 ， 
我 们 看 到 自然 数 集合 中 的 每 一 个 元 素 都 包含 
在 整数 集合 中 ， 同 样 ， 整 数 集合 中 的 每 一 个 
元 素 都 包含 在 实数 集合 中 。 

给 定 两 个 集合 S 和 工 ， 如 果 S 中 的 每 
个 元 素 都 包含 在 工 中 , 那么 我 们 就 说 S 是 
T 的 一 个 子 集 (subset)， 写 作 SC T, flan, 
WSS, 3, S}AT={1, 3, 5, 7}, W 
ASST. 集合 的 这 种 关系 可 以 用 文 氏 图 
(Venn diagram) ^ 来 形象 地 表示 ，SCT 可 
VAT AUR. 


在 这 里 ， 整 个 集合 S 都 包含 在 集合 
TA. 
9014.13. 由 于 每 个 自然 数 都 包含 在 整 
数 集合 中 ， 每 个 整数 都 包含 在 实数 集合 中 ， 
估 此 ， 可 以 写作 六 C7 MIC, g 

例 4.14 所 有 素食 者 组 成 的 集合 
Vegetarian 是 所 有 人 组 成 的 集合 People 的 
子 集 。 因 此 ，VegetarianS People, L] 

前 面 介绍 过 ， 如 果 两 个 集合 S 和 了 包 











O 文 代 图 是 一 种 抽象 的 图 形 表 示 ， 使 用 它 可 以 表示 不 同 集合 之 间 的 关系 ， 子 集 关系 是 其 中 的 一 个 基本 例子 。 对 于 


文 氏 图 的 全 面 介绍 ， 参 看 [Hun96] 。 
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含 完全 相同 的 元 素 . 那么 称 它们 是 相等 的 ， 
写作 S-— T. 在 这 种 情况 下 ,有 Scr 
HTC.S, 
规则 4.3 对 于 任意 的 集合 S 和 丁 ， 有 
(SETATES)SOS=T C] 
014.15. 定义 集合 A 和 B 如 下 。 
ASEE, 约翰} 
B= 1 约翰 ， 巴 里) 

















FXE, ACBIFA BCA。 所 以 ， 有 AB, 
O 
鹤 集 是 所 有 集合 的 子 集 。 
规则 4.4 对 于 任意 集合 S， 有 
BOS [] 
任 个 集合 都 是 它 自 身 的 子 集 。 
规则 4.5 对 于 任意 的 集合 S， 有 
SCS 口 
练习 4.8 下 列 陈述 哪些 为 真 ， 哪 些 
为 假 ? 
aA fg) 
2. UO CUR Fy} 
3. URS micum. fg } 
A. Uf. POCO 
» RC fic g 


个 集合 的 某 些 元 素 不 在 另 一 个 集合 
TM. DH TRA REE ARAM 
Tf. 

例 4.16 4 Fi f RRA, HAR 
不 是 集合 S 的 子 集 ， 虽 然 它 是 集合 工 的 
fü. 


T 


Q 


在 这 种 情况 下 ， 可 以 写作 RES MRCT, 
男 外 ， 对 于 这 个 例子 , 也 可 以 写 SCT, 
SER,TER, TES, [3 

Pf xx ^ SL Uu api T CR g- ze] 





关系 。 
规则 4.6 对 于 任意 的 集合 S 和 下 ， 有 
a(SETNSSET -] 
例 4.17 整数 集合 不 是 自然 数 集合 的 














FR: E. g 
练习 4.9 下 面 的 陈述 哪些 为 真 ， 哪些 
为 假 ? . 
1. 2 d: 
2. SEa? 
3. (a ES 
4. lai Ela} | 口 





如 果 一 个 集合 S 完全 包含 在 另 一 个 集 
STH, 且 工 中 有 某 些 元 素 不 在 S 中 出 现 ， 
ABA ALLA SÆT WY AF & (proper 





subset). W% SCT, 
9)4.18 回忆 我 们 以 前 举 过 的 例子 ; 
集合 eaten 和 集合 fruitbowi 的 定义 如 下 : 
fruitbowl = (8 E. . ER, RE. 
Bt 
caten=( BR. BE. RO 
因此 ， 有 eatenC fruithow! , E 
下 面 这 个 规则 刻画 了 守 、 己 和 = 之 间 的 
关系 。 


规则 4.7 对 于 任意 的 集合 S 和 耳 ， 有 
SCTS(SCTY S§= 7) 
练习 4.10 下 列 陈述 中 哪些 为 真 ， 哪 
些 为 假 ? 
1. C UB. Fy} 
2. UR) CUN. ND) 
Us. ICON. T 
B. Fy} CP 
5. Gif. Fa} FR} C] 
如 果 S 不 是 了 的 真子 集 ， 则 记 作 SCT. 
FX TALS AT CAC ZIMMER, 
规则 4.8 对 于 任意 的 集合 S 和 下 ， 有 
Sc Te-GcT) 口 
对 于 任意 的 集合 S，S 不 是 它 自己 的 真 
子 集 。 . 
规则 4.9 对 于 任意 的 集合 S， 有 
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SCS 练习 4.16 假设 S—ia. b, c), FI 
另外 ， 如 果 一 个 集合 S 是 另 一 个 集合 工 哪些 为 真 ， 哪 些 为 假 ， 哪些 未 定义 ? 

murus. WA 工 就 不 可 能 是 S 的 真子 集 。 . Lacs 
规则 4. 10 对 于 任意 的 两 个 集合 S 和 2. LSGS 
T. A 3. OES 
SCT-TCS [] 4. id 1 ES 口 
例 4.19 下 面 的 陈述 都 是 真 的 。 
d. Dil 4.6 #8 
il, 21d. 2} (J 
练习 4.11 下 列 陈述 哪些 为 真 ， 哪 些 超 集 关系 与 子 集 关 系 是 互补 的 ， 当 集合 
为 假 ? TIERRA SH FEA. SET MBE. 


L Og (8. Fy} 

2. UO UB. PN 

3. 8. FS UNE. Pg. 

4. (8. Tic 

5. Uf. f Ai 

5&3] 4.12. 设 集合 S—11. 2. 33, 
列 陈 述 哪 些 为 真 、 哪 些 为 假 ? 

L. (SS 

2.11, 2. 3}CS 

3.41, 2. 3)CS 

4. (1j CS 

练习 4.13. 给 定 S 为 练习 4. 12 所 定 
的 集合 ， 列 举 出 S 的 所 有 子 集 。 

练习 4.14 假设 S 为 练习 4. 12 所 定义 
的 集合 .列举 出 S 的 所 有 真子 集 。 C] 

2&2] 4.15 证 明 下 面 的 论断 。 

Sc i -S- BZ 

与 符号 E 的 情况 类 似 ， 我 们 必须 严谨 地 
考虑 符号 全 (或 它 的 派生 符号 ) 的 使 用 环境 。 
SAT 都 是 集合 时 ， 才 可 以 写 SGT, 
有 反之， 如 果 S 和 工 中 任何 一 个 是 元 素 的 话 ， 
就 不 能 写 SST2 。 例 如 ， 可 以 这 样 写 ，!11} 
Sil. 2. 3}( 这 一 陈述 是 真 的 ) 以 及 {1，2， 
3.4 C DO - - BRAY): 但 是 ， 不 能 写 
IC. 2, 3)3k (01. 2, 3301, ABT 
陈述 的 值 未 定义 。 





a O 








]*« 




















O 我 们 将 在 第 6 章 形式 地 给 出 这 一 规则 。 


例如 ， 集 合 {1} 是 集合 11，2) 的 子 集 ， 所 以 
fuil. 2} 是 集合 11 的 超 集 (superset ) 。 
对 于 这 种 情况 ,写作 (1. 212100) 


规则 4.11 对 于 任意 的 集会 S 和 
T. # 
SD TSTCcs Lj 





在 这 里 ， 符 号 己 与 忆 间 的 关系 类 似 十 符 
号 太 与 之 间 的 关系 。 例 如 ， 对 于 两 个 自然 数 
m 和 mn 4AM n>m, AW. Xt 
TATE SMT. SST 4HWY4 TDS, 

SASCHAREW, Xd 
列 的 派生 关系 D. DMD. 

例 4.20 下 列 所 有 陈述 都 为 真 。 
» db} 


L 
下 列 陈 述 中 哪些 为 真 ， 哪 





练习 4. 17 
些 为 假 ? 


th oH 
SS 
7 Zi 
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6. (ARID E 


4.7 集合 的 并 集 


到 目前 为 止 ， 我们 已 经 介绍 了 一 系列 论 
述 集合 则 关系 的 方法 。 例 如 ， 可 以 决定 一 个 
元 素 是 否 在 一 个 集合 中 出 现 ， 或 者 一 个 集合 
是 否 是 另 一 个 集合 的 子 集 。 下 面 将 介绍 建立 
在 集合 上 的 :- 些 运算 符 ， 这 些 运 算 符 给 我 们 
提供 了 由 已 知 的 两 个 或 多 个 集合 构造 出 新 集 
合 的 方法 。 

首先 介绍 的 运算 符 是 集合 的 并 集 (set 
这 个 运算 符 将 两 个 集合 组 合成 一 个 
更 大 的 集合 ， 新 集合 包含 原来 两 个 集合 的 所 
ACR. WWE: 任意 一 个 元 素 都 只 能 在 任 
意 给 定 集合 中 出 现 一 次 。 给 定 两 个 集合 S 
AMT. S 和 TT 的 并 集 记 作 SUT。 

参照 下 面 的 文 氏 图 ， 包 含 在 集合 S$ 和 
的 并 集中 的 元 素 是 图 中 突出 显示 的 那些 
元 素 。 


union), 


M T 


例 4.21 如 果 S={1, 2, 33H T^ (2, 
3. 4j, M SUT—(1., 2, 3, 4}, 

形式 地 ， 一 个 元 素 出 现在 集合 S HT 
的 并 集中 ， 当 且 仅 当 它 至 少 在 SRT pH 
一 个 里 出 现 。 

规则 4. 12 ”对 于 任意 的 元 素 a 以 及 任 
EMHRAS HT, A 

a€SUTe(aceSVae T) c] 

B) 4.22 Graham 和 Christine 决定 将 
他 们 收藏 的 CD 合并 起 来 ，Graham 拥有 的 
CD X: 


graham_cds= 

















{abba . westlife, madonna! 


Christine 同样 有 三 张 CD, 


christine cds= {britney_spears, spice. 
girls, the beatles) 

那么 ， 他 们 两 个 人 的 收藏 的 并 为 graham cds 
U christine cds, ATES 

{abba, westlife. madonna , 


spears, spice girls. the beatles } C] 


这 里 列举 几 个 与 集合 的 并 相关 的 规则 。 


britney | 


























首先 ， 空 集 对 集合 的 并 运算 不 产生 影响 。 
规则 4.13 对 于 任意 的 集合 S， 有 
SUØ=S g 
例 4. 23 
la, b} Ug= 
其 次 ,任意 的 集合 S 与 其 自身 的 并 仍 
然 是 它 自 己 。 
规则 4.14 对 于 任意 的 集合 S， 有 
SUS=S 
例 4. 24 
ta, b)U(a, b) (a, b} C] 











集合 的 并 也 拥有 我 们 在 第 3 章 首 次 遇 到 
的 两 个 性 质 : 交换 律 和 结合 律 。 














规则 4.15 对 于 任意 的 集合 S 和 
T, A 

SUT=TUS 

规则 4.16 对 于 任意 的 集合 尺 、S 和 
T, A 

RU(IGSUT)-(OUSUT CJ 

Gil 4. 25 

(a, BUC, ch Ule, d}) 


—(Ga, BU cDUte, d) C] 
最 后 ， 两 个 集合 的 并 集 总 是 至 少 与 这 两 
个 集合 一 样 大 。 





规则 4.17 对 于 任意 的 集合 S HT, 
有 口 

SSSUT 

例 4. 26 

(a, bla, bys Ula, c [] 

练习 4.18 计算 下 列 各 题 。 

1.0. 2, 33UZ 

2.41, 2, 33U 41, 2, 3) 
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3. {1 » 3;Ut4} 
4.{1. 2. 313011. 2. 3. 4} 
Dil, 23U 13. 4 L] 
—— 
4.8 集合 的 交集 


有 些 时 候 ， 我 们 关注 同时 出 现在 两 个 不 
同 集合 中 的 那些 元 素 。 例 如 ， 有 些 人 既 阅 读 
报纸 The Guardian. 又 收看 有 线 电 视 ， 我 们 
想 收 集 有 关 这 些 人 的 情况 ;如果 某 个 人 只 各 
合共 中 一 个 标准 ， 那 么 我 们 就 可 以 不 关心 这 
个 人 的 情况 。 给 定 两 个 集合 S 和 了 工 ， 那 些 在 
S 和 了 中 都 出 现 的 元 素 所 组 成 的 集合 称 为 S 
和 了 的 交集 (intersection)， 记 作 SAT. 

参看 下 面 的 文 氏 网 ， 集 合 S 和 了 的 交 
集中 的 元 素 是 图 中 突出 显示 的 那些 元 素 。 


S T 
5014.27 MRS=(1, 2. 33H T-(2, 
3. 4}, BASNT={2, 3). [] 





形式 地 ， 一 个 元 素 a 出 现在 集合 S HT 
的 交集 中 ， 当 且 仅 当 它 在 S 和 工 中 同时 出 现 。 

规则 4.18 ”对 于 任意 的 元 素 4 及 任意 
HRES wT, Å 

a€ SI) TS(aE€SAa€T) 

8| 4.28 Graham 和 Christine 两 个 人 
没有 相同 的 CD， 他们 的 CD 收藏 分 别 如 下 ， 


graham_cds= (abba, westlife, madonna} 














christine_cds™= (britney spears, spice, girls, 
the beatles) 
那么 ， 这 两 个 集合 的 交集 为 
graham cds(|christine cds Ø L] 
与 集合 的 并 集 的 情况 类 似 ， 有 关 集 合 的 
交集 也 有 一 些 规则 。 首 先 ， 任 何 集合 与 空 集 
的 交集 都 等 于 空 集 。 














规则 4. 19 对 于 任意 的 集合 S， 有 
Sna-ó 

fj 4. 29 

la. bN D= J 











其 次 ,任意 集合 S 与 其 自身 的 交集 等 




















TEAC. 
规则 4.20 对 于 任意 的 集合 S， 有 
SNS=S 
例 4. 30 
ta, Ob} (lia. b) — ia, bi 


同 集合 的 并 集 相 同 ， 集 合 的 交集 也 满足 
交换 律 和 结合 律 。 
规则 4. 21 

T. 4 
SOT=TNS 
规则 4.22 ”对 于 任意 的 集合 R、S 和 

T. 4 
RACGSATD=(RASAT LJ 
45] 4. 31 

{as DNCE, ch Nic, d}) 
=({a, b Nib, ch Nie, d) 
另外 ， 两 个 集合 的 交集 总 是 至 少 与 这 两 

个 集合 一 样 小 。 
规则 4. 23 

T. A 
SN TSS 
例 4. 32 
ta. b Nib, c) ia, b) 
最 后 ，U 对 门 满 足 分 配 律 ， 反 之 ， 门 对 

U 也 满足 分 配 律 。 
规则 4. 24 

T. # 
RUCSNT)=(RUS)QCRUT) 
RN(SUT)=(ROAS)UCRNT) [] 
我 们 通过 下 面 的 例子 来 说 明 分 配 律 中 的 

第 一 个 规则 。 

例 4.33 (RIE R={a, b}, S={b, c), 

T={ce. d), 

iH. X RUCGDTD-GUSOOGUTZ 


对 于 任意 的 集合 S 和 





























对 于 任意 的 集合 S 和 




















£T) ER. Sd 
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边 的 计算 结果 如 下 : 
RUCCSAT) =la, DUGD, H Nic. dh) 

tas WUO 

—ia. b. c) 

X RUCSQ T) OUS)IQGOUT Gili 

算 结 果 如 下 : 

(RUSYN (RUT) 

za.) U (b.c) N Cab? U ted 

= iasbsci N fasbscsd} 

= {a,b,c} 

这 样 ， 可 以 看 到 等 式 的 两 边 的 确 相 等 。 
练习 4. 19 ”计算 下 列 各 题 。 
L{1, 2, 83206 
2.11, 2, 3)N (1, 2, 3) 
3.41, 2. 339443 


























4.11. 2. INL, 2, 3, 43 
5.41, 23043, 43 
49 集合 的 差 集 


集合 的 差 集运 算 符 使 我 们 可 以 得 到 属于 
集合 S$ 但 不 属于 集合 人 的 元 素 ， 记 作 SA 
了 。 例 如 ， 读 报纸 The Guardian 的 人 的 集 
合 记 作 G， 看 有 线 电视 的 人 的 集合 记 作 C, 
那么 可 以 考虑 看 报纸 The Guardian 而 不 看 
有 线 电视 的 人 的 集合 CANC。 

参看 下 面 的 文 氏 图 ， 集合 S 和 了 的 差 集 
SA\ 了 中 的 元 素 是 图 中 突出 显示 的 那些 元 素 。 


S T 
$014.34 WX Sci, 2. 3H T={2, 
3. 4). 那么 SA\T=11)。 
864.35 考虑 集合 S—(a. b, ch AM T= 
ib. c. di, BAA 
SN T=({a} 

















TN S=(d} 口 

形式 地 ， 一 个 元 素 a 在 集合 S\ 工 中 出 
现 ， 当 且 仅 当 它 在 S 中 出 现 且 不 在 工 中 出 现 。 

规则 4.25 对 于 任意 的 元 素 w 及 任意 
WEES dn T. A 

ac Sx Teta€SAa€T) [] 

例 4.36 RERE S= FA. FA., 
戴天 } 和 了 = {吉姆 ;， 那 么 S\ 工 = { 乔 恩 
RK): TH FR ARK BALE S 中 出 
现 而 不 在 工 中 出 现 。 CJ 

同样 ， 有 关 集 合 的 差 集 也 有 一 些 相应 的 
规则 。 首 先 ， 对 于 任意 集合 $， 从 S 中 取 走 
空 集 的 元 素 不 会 对 S 产生 影响 。 

规则 4.26 ”对 于 任意 的 集合 S$， 有 
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S\ @=S L] 
di 4. 37 
fa. b3N la, bi o 


其 次 ， 给 定 任意 集合 S， 从 S 中 取 走 它 
的 所 有 元 素 将 剩 下 一 个 空 集 。 

规则 4.27 对 于 任意 的 集合 S， 有 

SN SSØ C] 

例 4. 38 

la. bj \ la, b) — 

另外 , 空 集 没 有 元 素 可 以 取 走 。 

规则 4.28 对 于 任意 的 集合 S， 有 

















D \S=% C] 
例 4. 39 
Ø \ la, =D C] 


集合 的 差 集 还 有 下 面 一些 有 趣 的 性 质 。. 

规则 4.29 对 于 任意 的 集合 R、S 和 
T, 5 

R\ (SUTD=(R\SNCR\ T) 

R\ (SN TM=(R\ S)UCR\ T) 口 

我 们 用 下 面 的 例子 说 明 式 R\(SUT)= 
(R\S) 门 (R\T) 的 正确 性 。 

例 4.40 假设 R= {a, b}, S={b, c, 
T=(c. d), SRFHMRT. 

R\ (SUT)=(R\ SARAT) 
其 左边 的 计算 结果 如 下 : 
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R\(SUTD=fa. B\ Cb, Utes dD 
=la, bY \ (6. c. d) 


而 其 右边 的 计算 结果 如 下 : 
RASO NARAT) 
== (labs \ {bcD N Cab} N iesdD) 
== ta? N {a,b} 

= laj 

这 样 ， 可 以 看 到 上 式 的 两 边 的 确 相 等 。 O 
我 们 用 下 面 的 例子 说 明 式 RN CSOT) = 

(R\ S)U(R\T) 的 正确 性 。 
例 4.41 假设 R={a, b}, S={b, c), 

T=\c, di, SIRF ROR. 
R\CSAD=(R\SUR\T) 

共 左 边 的 计算 结果 如 下 : 
RNGDD- as b} \ (Ib 


{ 
={as b)N ici 
了 了 





; oN d}) 


as b} 

其 右边 的 计算 结果 如 下 : 

(R\S)U(R\T) 

Gab) N 6.0) U a,b} N {c,d}) 

ta} U {a,p} 

{a ob} 

这 样 ， 可 以 看 到 上 式 的 两 边 的 确 相 等 。 C] 
Bua» Mo -个 集合 S 中 取 走 元 素 将 得 

到 -个 至 少 与 S 同样 小 的 集合 。 


i 


i 


I 





规则 4.30 对 于 任意 的 集合 S 和 
T. 

SX TC S C] 

例 4. 42 

(1.2, 33N (I, 2)1m(1. 2, 3) 








练习 4.20 假设 集合 A= {1，2，3， 
4j. B—12. 4. 6, 8}, C—(3, 4. 5, 6}, 
计算 下 列 各 题 。 

1. ANB 


O DURAN He 但 是 ， 











4.B\B 

5. (A\B)\C 

6. A\ (B\ ©) 口 

练习 4.21 证 明 集 合 的 差 集 \ 不 满足 
交换 律 . [] 

练习 4.22 证 明 集 合 的 差 集 \ 不 满足 
结合 和 口 

$5 4.23 证 明 集合 的 差 集 \ 不 是 每 等 
的 。 a 








4.10 有 关 集 合 的 推理 


我 们 已 经 介绍 了 集合 论 的 一 些 基本 规 
则 :其 中 有 一 些 刻 画 了 一 个 元 素 在 形式 为 
Sf 站 了 或 S\ 工 的 集合 中 的 含义 。 另 外 ,我 
们 还 叙述 了 : 当 两 个 集合 包含 完全 相同 的 元 
素 时 这 两 个 集合 是 相等 的 ; 这 一 陈述 可 以 用 
下 面 的 规则 来 刻画 。 

规则 4.31 £x ERST. S=T 
当 且 仅 当 对 于 任意 的 元 素 工 、 有 

r€ Sec T E 

这 样 ， 与 前 一 章 所 讨论 的 等 值 推理 的 概 

念 相 结合 ， 本 章 所 介绍 的 这 些 规则 为 我 们 提 
供 了 判定 两 个 集合 是 否 相 等 的 方法 。 

假设 我 们 想 使 用 命题 逻辑 证 明 门 的 交换 
律 是 正确 的 ， 也 就 是 说 . 证 明 对 于 任意 的 集 
合 S 和 工 都 有 SPT=T 了 Ts。 在 这 种 情况 
下 ， 证 明 过 程 如 下 所 示 。 





rE€ESNMNT 

SESArET [规则 4. 18] 
ercTAreS [规则 3. 7] 
SrETNS [规则 4.18] 


这 里 ， 我 们 假设 x 是 任意 的 元 素 ; 由 于 它 是 
任意 的 元 素 ， 因 此 可 以 认为 x 没有 任何 特殊 
性 ， 所 以 ， 下 式 对 每 个 元 素 都 成 立 ?。 
rESNTSIETNS 
练习 4.24 证 明 下 列 集合 论 的 规则 。 


在 此 这 一 解释 已 经 足够 。 





B® 
EN 
w 
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1.SNS=S SUT=({2, 3. 4. 5. 6) 
2.SUS=S SO T=13, 4. 5) 
3.S\ S— d S\ T={2} 
4. SNØ =Ø 因此 可 得 如 下 结果 。 
5.SU Gg 一 S #(SUT)=5 
6.SN OG -S J 4 (SAT)=3 
#(S\ T)=1 
4.11 集合 的 势 很 明显 ， 由 于 3 二 4 一 1]， 对 此 例 规 则 4. 33 


一 个 集合 S 的 大 小 ,或 者 说 集合 的 势 
(cardinality)， 是 指 这 个 集合 所 包含 的 元 素 
的 数 日 。 我 们 把 集合 S 的 势 记 作 地 S。 

例如 ， 假 设 集合 Friends 和 Enemies 的 
定义 如 下 。 

Friends 二 ( 佛 瑞 德 ， 费 利 西 缉 ，} 

Enemies (RR, RINE} 

这 里 ， 很 明显 集合 Friends 包含 两 个 元 素 ， 
同样 集合 Enemies 也 包含 两 个 元 素 。 这 样 ， 
可 以 写作 4 Friends —2 f £ Enemies — 2, 
另外 # (Friends U Enemies) = 4 A 4 
(Friends) Enemies) =0, 

由 上 例 可 知 ， 空 集 的 势 为 0。 





规则 4. 32 

# 纪 一 0 口 

另外 ， 运 算 符 站 和 \ 会 减少 集合 的 势 ， 
而 U 会 增加 集合 的 势 。 

规则 4.33 对 于 任意 的 集合 S 和 
了 ， 有 

#(S()T)=£S—4(S\T). J 

规则 4.34 对 于 任意 的 集合 S 和 
T. A 


#(SUT=#S+4T-—4(SNT) O 
规则 435 对 于 任意 的 集合 S 和 
T. 
SON T)=#S~—4(SNT) C 
804.43. 设 两 个 集合 S 和 T 定义 如 下 。 
S={2, 3. 4, 5} 
T-—13. 4, 5. 6} 
XE, sSS—-AHET—A, B^, d 





成 立 。 另 外 ， 因 为 1=4 一 3， 所 以 对 此 例 规 

则 4. 35 成 立 。 最 后 .因为 5 一 4 十 4 一 3， 所 

以 对 此 例 规则 4. 34 成 立 。 口 ] 
练习 4.25 给 出 下 列 集合 的 势 。 


1. 单词 “hello" 中 的 字母 组 成 的 集合 。 

2. 16 与 25 之 间 的 素数 组 成 的 集合 。 

3. 16 的 约 数组 成 的 集合 。 

4. (1. 2, 3}U{2. 3. 4} 

52. (1. 25 38012. 3, 4} 

6.11, 2, 3 V 12. 3, 4) LJ 
4.12 有 穷 集合 和 无 穷 集合 


在 练习 4.25 中 ,我 们 看 到 很 多 集合 的 
例子 ， 这些 集合 的 元 素 可 以 被 枚 举 出 来 ， 因 
此 可 以 进行 计数 。 例 如 ， 单 词 “hello” 中 的 
字母 组 成 的 集合 所 包含 的 元 素 是 h、e、/ 和 
co。 当 我 们 可 以 枚 举 出 一 个 集合 中 的 所 有 元 
素 ， 对 元 素 进行 计数 ， 并 且 能 够 保证 计数 的 
过 程 能 够 结束 时 ， 就 说 这 个 集合 是 有 穷 的 
(finite), fa, 16 的 约 数组 成 的 集合 是 有 
穷 的 。 相 反 ， 如 果 对 于 一 个 给 定 集合 来 说 这 
个 过 程 永远 不 会 结束 ， 也 就 是 说 ， 计 数 元 素 
的 过 程 会 永远 持续 下 去 ， 那么 我 们 就 说 这 个 
集合 是 无 穷 的 (infinite)。 例 如 ， 自 然 数 的 
RAY 就 是 无 穷 的 。 

练习 4.26 下 列 集合 中 哪些 是 有 穷 的 ， 
哪些 是 无 穷 的 ? 

L 空 集 。 

2. 整数 集合 。 

3. 奇数 的 集合 。 





全 会 de 





4， 黄 文字 母 表 中 所 有 字母 组 成 的 集合 。 
5， 由 英文 字母 组 成 的 长 度 小 王 7 的 单 
we] FOr ZH RN RS 
6. 英文 字母 表 中 的 字母 组 成 的 所 有 字 
符 串 的 集合 。 
曾经 生活 在 地 球 上 的 所 有 人 组 成 的 
集合 。 口 ] 





4.13 ”集合 的 窜 集 
我 们 已 经 介绍 过 如 何 考 虑 任意 
A SM FH. Plan. MR T—ia. 5). WU 
Tg FEA. ia}, bra. bj. 

这 样 ， 我 们 可 以 按 下 面 的 步 又 列举 出 给 
定 集合 的 所 有 子 集 。 首 先 ， 考 虑 势 为 0 的 子 
集 。 在 任何 时 候 ， 势 为 0 的 子 集 只 有 一 
那 就 是 空 集 。 然 后 ， 考 虑 所 有 势 为 1 的 子 
集 。 对 于 上 面 的 例子 ， 势 为 1 的 子 集 有 {a} 
和 {0)。 接 着 ,考虑 所 有 势 为 2 的 子 集 。 以 
此 类 推 ， 重 复 这 样 的 步骤 直到 子 集 的 势 等 于 
原来 集合 的 势 为 止 。 同 样 ， 具 有 这 样 的 势 的 
子 集 也 具有 -- 个 ， 即 原来 的 集合 本 身 。 

按 上 面 的 步骤 ， 计 算 集 合 (1，2，3，4)} 
的 子 集 如 下 。 

势 为 0 的 子 集 : 名 

势 为 1 的 子 集 : (D. (2), (3), (4) 

势 为 2 的 子 集 ; {1, 2}, (1, 3}, (l, 
4}, (2, 3}, (2, 4}, (8, 4} 

BA 3 的 子 集 : (1, 2, 3}, 
4j. {1, 3, 4}, 12, 3, 4} 

势 为 4 的 子 集 : (1. 2, 3, 4} 

C uu. 文 些 子 集 构成 一 
个 集合 。 肉 此 ,给 定 集 合 S， 我 们 把 S 的 所 
diua a 
set) 记 作 S", Aik, XT EmiByfspT, s 
们 有 

T= Ø. tabs da, 


Ti üt m. 


CL, 2, 


fa. b}? 


(rud. Vs 2e Gli By Ta uds 12 
dis HOR ds a b REED ES dd 
4;, Ha 3, 4), 12, 3. 4}, {1, 2, Se 
5| 4.44 4 与 6 间 的 数 的 集合 的 集合 是 
14. 5, 6). ESRF 
UO. {4}, (5). 06). (4, 5), (4, 
{5, 6}, {4, 5, 6}} [] 
$44.45 在 本 章 前 面 我 们 看 到 ， 空 集 
是 每 一 个 集合 (包括 它 本 身 ) 的 子 集 。 所 以 ， 
- 蕊 是 包含 空 集 的 集合 。 即 
Fg-tgi m 
Fines € 与 三 间 的 关系 。 





6}, 





规则 4.36 对 于 任意 的 集合 S 和 
T. # 

Sc€-TescT 口 

例 4.46 给 定 集合 (a A 
fa, b). WH, SEHR. (aja, ble go 





D ie a 
LA. SRAM AR SY EAI 
规则 4.37 对 于 任意 的 集合 S， 有 








gecs 口 

最 后 ， 因 为 每 个 集合 都 是 它 自身 的 子 
集 ， 所 以 每 一 个 集合 都 是 它 的 寡 集 的 元 素 。 

规则 4.38 对 于 任意 的 集合 S， 有 

SE=S 口 

练习 4.27 计算 下 列 各 短 集 。 

lecum 

Z6 uy] 

3. 2 ix. y, x) O 

练习 4.28 #£4(4.5, 6m EEG 
STER. ARS, 5) EE QUE Eb 


元 素 ? 一 般 地 ， 如 果 一 个 集合 里 及 个 元 
素 ， 那 么 它 的 寡 集 包含 多 少 个 元 素 ? 口 
规则 4.39 ”对 于 任意 的 集合 S， 有 
# (FS) = 27 
上 面 这 个 规则 成 立 的 原因 是 ， 对 于 集合 














O 注意 ， 在 某 些 教科 书 中 ， 集 合 S MERIDIE P(S) 或 2s， 而 不 是 :5。 
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S 的 任意 一 个 子 集 工 ， 以 及 任意 一 个 元 素 ， 
ES，s 有 两 种 可 能 性 : RAs ET PRA s 
KET 中 。 例 如， 假设 $S 中 有 两 个 元 素 a 
Mlb. BEA. -AA 2X2=4 种 可 能 性 (或 
者 说 可 能 的 子 集 ); a 和 4 都 在 子 集中 ( 子 集 
Ala. bos a dE ifl b I YET SE IP CE EH 
(ad); a 不 在 而 5 在 子 集中 ( 子 集 为 {6)); a 
和 2 都 不 在 子 集中 ( 子 集 为 好 )。 这 个 论断 可 
以 扩展 到 任意 (有 限 ) 大 小 的 集合 。 





练习 4.29 计算 下 列 各 寡 集 。 
1. = (1. 2) 

2. > (1 

3. 2 (2. (1, 21) 

4. 2541, 2} 











FEEL MAD PARR. OE 
的 是 我 们 构造 的 是 以 集合 为 元 素 的 集合 。 尽 
管 初 看 起 来 这 些 集合 很 复杂 ， 但 是 ， 积 累 了 
经 验 以 后 ， 构 造 寡 集 其 实 是 轻而易举 的 。 

考虑 集合 {fa} ， 这 个 集合 只 包含 一 个 元 
素 4a。 因 此 ， 它 有 两 个 子 集 : 名 和 {a}。 所 
以 ， 这 个 集合 的 寡 集 为 

S. {ah} 

现在 ， 考 虑 集合 {所 } 。 同 样 ， 这 个 集合 
包含 -个 元 素 忆 。 所 以 ， 它 有 两 个 子 集 : Ø 
AiO), Ae. PRA AE N 

1D. (3) 

对 于 上 面 两 种 情况 ， 我 们 求 集合 的 寡 集 
的 方法 是 相同 的 ， 所 求 得 的 寡 集 的 唯一 区 别 
是 单 集 包 含 的 元 素 不 同 ， 在 第 一 个 寡 集 中 是 
元 素 4， 而 在 第 二 个 寡 集 中 是 空 集 弛 。 


4.14 集合 的 广义 运 


我 们 已 经 看 到 ， 给 定 两 个 集合 S 和 工 ， 
SU 表示 两 个 集合 的 并 集 。 另 外 还 看 到 ， 
RUSUT Km && R. SAT 的 并 集 。 当 
然 ， 我 们 还 可 以 进一步 讨论 QURUSUT 
NA PUQURUSUT. 当然， 当 集 合 的 数 
日 变 得 相当 大 的 时 候 ， 用 这 种 方法 来 表示 集 


合 的 并 集会 很 麻烦 。 

广义 并 (generalised union) 运 算 符 为 我 
们 提供 了 一 种 表示 多 个 集合 的 并 集 的 巧妙 方 
法 。 给 定 一 组 集合 ， 这 些 集 合 的 广义 并 是 包 
含 所 有 出 现在 至 少 一 个 集合 中 的 元 素 的 
集合 。 

例 4.47 给 定 集合 R、S 和 了 工 ， 其 中 
R={1, 2, 3,S— (1. 4). T=({1, 5}, 
那么 这 些 集合 的 广义 并 为 {1，2，3，4，5)， 
当然 它 等 同 于 RUSUT. 口 

我 们 将 集合 RL SAT 的 广义 并 记 作 UU 
{(R，S，T}。 正 如 所 看 到 的 那样 ， 这 个 集 
合 等 价 于 RUSUT, 但 是 使 用 广义 并 的 运 
算 符 来 表示 这 个 集合 具有 更 简洁 的 优势 。 

规则 4. 40 对 于 任意 集合 的 集合 X 以 
及 任意 元 素 ，zE UX 当 且 仅 当 存 在 集合 
SEX 使 得 +€5。 CJ 

练习 4.30 假设 有 如 下 集合 。 

X—(URTE. PRI 

Y= RE, BAB) 

Z= (ISIN, XG} 
计算 下 列 广义 并 。 

l.UtX, Y) 

2. UX} 

3. UtX. Y, Z) 

4. UtX, X) 

5. U(X, 25) C] 

集合 的 广义 交 (generalised intersection) 
运算 符 的 作用 与 广义 并 运算 符 相 似 。 给 定 一 
组 集合 ， 这 些 集 合 的 广义 交 是 包含 所 有 出 现 
在 每 一 个 集合 中 的 元 素 的 集合 。 

例 4.48 BERR, SMT, Hip 
R—í(1, 2, 3, S— (1. 4), T= {1, 5), 
那么 这 些 集合 的 广义 交 为 {1}， 当 然 它 等 同 
FRNSNT. 口 

我 们 将 集合 R、S 和 T 的 广义 交 记 作 门 
(R, S, T), 

3 4.41. 对 于 任意 集会 的 集合 着 以 
及 任意 元 素 +，xE 门 站 当 且 仅 当 对 于 每 一 
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个 集合 SEX BR LES, LJ 
练习 4.31 假设 有 如 下 集合 。 
Xc— URGE. HOO 
Y= (Ast, Bae) 
Z- eite. Xu 
计算 下 列 广义 交 。 
Lx. Y) 
2. tx, 
3. (3X. 
4. (3X. XI 
DAX o I 


4.15 附加 练习 


练习 4.32 使 用 外 延 法 定义 下 列 集合 。 

1. 7 与 13 间 (包括 7 和 13) 的 所 有 自然 
数组 成 的 集合 。 

2. 7 tj 13 间 ( 包 括 7 和 13) 的 所 有 奇数 
组 成 的 集合 。 

3. 所 有 满足 下 面 等 式 的 自然 数组 成 的 

7 十 (2Xxz) 一 13 

4. 所 有 满足 下 面 不 等 式 的 自然 数组 成 
WEE. 

74-(2X x) «13 

练习 4.33 下 列 集合 中 哪些 相等 ? 


A= {a, bj 
B-ib a} 
C={a, b, c) 
Dic. a, b) 


E-—ía. b, a. b} 


F—ia. b, c. a} 


练习 4.34 下 列 集合 (如 果 存 在 的 话 ) 
中 哪些 相等 ， D. (0)RI LOO? 

练习 4.35 下 列 集合 中 哪些 是 单 集 ? 

I. e . 

2. 10] 

3. 125] 

练习 4.36 AB FAI GHES. 


l. id 
2. (YR, HAM) 
3. FE) (Bee ee} 
4. (08 Rl, Bae 
5214.37. Bi S—ir. s, th, FH 
哪些 陈述 是 有 定义 的 ? 
l.re€sS 
2.rES 
3. (ri€ES 
4. (r1 S 
练习 4.38 考虑 下 列 集合 。 
R= (A 5} 
S= {HK} 
T—i5. HA} 
下 面 的 陈述 中 哪些 为 真 ， 哪些 为 假 ? 
1. GCR 
2.526 
3. RZS 
4. TDT 
5. TÆR 
6. JPS 
7. Rd: ej 
8. SDT 
练习 4.39 证 明 下 列 陈述 。 


1. (4, 2, 3)&:(2. 3, 4} 

2. 11, 2, 3)C (1. 2, 3, 4) 

2&3] 4.40 画 出 下 列 集合 的 文 氏 图 。 

I. RASAT 

2.(R(] SAT 

3.(RNSUT 

4. (RN SUT 

练习 4.41 假设 有 如 下 集合 。 

A4=11，2，3，4，5) 

B={3, 4, 5. 6. 7) 

C={2, 4. 6} 

D={1, 3. 5, 7) 
计算 下 列 集合 。 

L. (ANG \ (BND) 

2. CAUD) \ (BUC) 
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3.N {A, B, D) l. "A 
4. CUCA. DDOfYCOUILB. DD 2. ANB 
练习 4.42. 给 定 练习 4. 41 的 集合 ， 计 3. AUB 
算 下 列 各 式 。 4. ANB 
1.A\B 5. = ((A\B)NMB) 
2.AN (GNO) 练习 4.50 证 明 ， 对 于 任意 的 集合 A 
3. (ANB)NC MB, 
4. (A\ BY\CC\ D) (A\ BNB=2 
练习 4.43 BeRAA=11, 2, 3, 练习 4.51 证 明 ， 对 于 任意 的 集合 A 
4} 和 下 面 的 条 件 ， 计 算 集合 B 和 CC。 AB, f£ 
A=BNC (A\ B) UB=AUB 
CXV A—15, 6) 练习 4.52 计算 下 列 各 集合 。 
(BUA) \C={7)} LNA) 
5&3] 4.44 证 明 下 面 的 陈述 。 2. Ui) 
(BUC)NA=(BNA)UCCNA) 3. (D. {3}, (5H 
练习 4.45 证 明 下 面 的 陈述 。 4. U{{1}, {3}, {5}} 
(BNO UA=(BUA)N(CUA) 5. M{{1, 3). (3, 5) 
练习 4.46 下 列 集合 各 包含 多 少 个 6. U{{1, 3}, (3, 51) 
元 素 ” 练习 4.53 计算 下 列 集合 的 广义 并 。 
l. (a, b) 1. £989, BM). (eid. ABA 
2. ^ la. b} (HAW, AB) 
3. 77 la. b} 2. (1I C1, 2} 
4. gf 3. (Rf 
5. 7 个 4. COL HRICC2])) 
6. 77 g 练习 4.54 计算 练习 4. 53 中 各 集合 的 
练习 4.47 列举 出 下 列 集合 的 元 素 。 广义 交 。 
1. = fa. b) 5314.55 在 什么 情况 下 US= 门 S? 
2. ^ gj 
"08 4.16 练习 解答 
4. { Ø., {a, b)? 


练习 4.48 下 列 集合 中 哪些 是 有 穷 集 
合 ， 哪 些 是 无 穷 集 合 ? 

1. 一 年 里 所 有 的 月 份 组 成 的 集合 。 

2. 将 1 到 1000000 间 的 数字 排序 ， 所 
有 排序 方法 组 成 的 集合 。 

3. 所 有 能 被 7 整除 的 整数 的 集合 。 

4. 所 有 包含 数字 0 的 自然 数 的 集合 。 

练习 4.49 假设 集合 4=(1，2)，B= 
(2，3}， 计 算 下 列 各 集合 。 


4. 1 
l. RETRE: a. e, i, Os Us 
2. 这 个 集合 没有 任何 元 素 。 
3. ix H 75 X RE o0. h, ce, s. 0, f 


ls r, 

4.2 
1.00, 1, 2, 3, 4, 5} 
2.{1, 3, 5} 


3. te. o] 
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4.3 它们 都 是 相等 的 。 

4.4 只 有 1 是 单 集 。2 中 没有 元 素 。 而 3 
包含 3 个 元 素 : 2、4 和 8。 

5 1 和 3 等同 于 空 集 ， 而 2 不 是 。 

6 1 和 2 为 假 ，3 和 4 为 真 。 

7 1 为 真 ,2 为 假 ，3 和 4 未 定义 。 

8 1、2 和 3 为 真 , 4 和 5 为 假 。 

9 仅 第 -个 陈述 为 真 。 

0 前 两 个 陈述 为 真 ， 后 三 个 陈述 为 假 。 
11 前 两 个 陈述 为 假 ， 后 三 个 陈述 为 真 。 
12 1、2 和 4 为 真 ，3 为 假 。 

13 Ø, {1}, (2). (3j). (1. 2). (1, 
3h, 12. 3}. (01, 2, 3} 

4.14. Ø, {1}, {2}, {3}, (101. 2}, (1, 
3i. 12, 3}. 

4.15 根据 规则 4.4， 名 是 任意 集合 的 子 
集 ， 所 以 好 是 S 的 子 集 。 根 据 规则 4. 3， 因 
为 S 是 多 的 子 集 ， 这 两 个 集合 一 定 相 等 。 
4.16 1 和 2 未 定义 ，3 和 4 为 真 。 

4.17 ”前 三 个 为 假 ， 后 三 个 为 真 。 

4. 18 


BORORORORORORORGR 
— 


{1 
{1, 3, 4} 


4.21. 假设 "\ “满足 交换 律 ， 即 对 于 任意 的 
集合 S 和 了 ,， 有 SA\T=T\S。 取 集合 S= 
(0. D, T={0}, BBAHSNT = 人 1 而 
T\ SS 二 名。 所 以 ,“\ "不 满足 交换 律 。 
4.22 假设 ^\ "满足 结合 律 ， 即 对 于 任意 的 
RGR. SMT, AR\(S\ T)=(R\S) 
VT, MR={1, 2, 3}, S={1, 2}, T= 
{3}. MAA 

R\(S\T) 

= 1162.3) \ C12) \ (3D 

= (2.33 \ (0,2) = {3} 


RASAT 

(01,2,35 \ (0.2)) \ (3) 

(3}\ (3) = Ø 

所 以 ,“\ "不 满足 结合 律 。 

4.23. 假设"\ "是 宕 等 的 ， 即 对 于 任意 的 集 

4 S. AS\S=S, MS=(1, 2). 那么 有 
S\S={1, 21N (1, 2) 


i 


i 


=g 
所 以 ,“\ ?不 是 寡 等 的 。 
4. 24 
lL rE€ESNMS 
er€SA:€S [规则 4. 187] 
ex€s [规则 3.7] 
2. xr€SUS 
HrESVrES [规则 4. 12] 
SrES [规则 3.14] 
3. XES\S 
er€SArQS [规则 4. 257] 
exrx€SA-GGC€S) [规则 4.1) 
false [规则 3.64 
erc Ø [规则 4. 2] 
4. rESNS 
SrESATE Ø [规则 4.18] 
ƏrE SA false [规则 4. 2] 
false [规则 3.5) 
SrE Ø [规则 4. 27 


r€SsSUSZ 


e 





FRE: 
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ercSsvVre Ø [规则 4.12] 3. (AR. 吉尔 ， 理 查 德 ， 玛 格 丽 特 ， 
€x € SV false [规则 4. 2] Xj 
OrES [规则 3. 11] 4. (RR. HA 

6. rES\Ø 5. (R, HA} 
SrESArEDS [规则 4. 25] 4.31 
OrESA- (rE Ø) [规则 4.1] 1. (R)? 
exr€ SAR false [规则 4.2] 2. (RE. EA 
€29rC SA true [规则 3.14 3. Ø 
eres [规则 3. 4] 4. (RYE. HA} 
4. 25 5. Ø 
l. #th, e. l, of =4 4. 32 
2. $ (17, 19, 23) —3 1.47, 8, 9, 10, 11, 12, 13) 
3. £(1, 2, 4, 8, 16) —5 2. (7. 9, 11, 18) 
4. $11, 2, 3, 4) —4 3. {3} 
5. 812, 3)—2 4. 0, 1, 2) 
6. #{1}=1 4.33 A=B=EHC=D=F, 

4.26 2、3 和 6 是 无 穷 的 ,其余 的 是 有 4.34 它们 都 是 互 不 相等 的 。 

穷 的 ”4.35 第 二 和 第 三 个 集合 是 单 集 。 

4. 27 4. 36 

Il. (2, (xb) 1. {Ø} 
2.0, (x). (yl, Ux, y}} 240, (8B), (Bee). (FA, 
3. (f. (xh, (yl. (x). (x, yh, dx, 理 查 德 
ths {ys z), {ay y, z}} 3. (Ø, CORR. COBRE EI. (G8 
4.28 集合 MEME B. GERD 


{4}, (5), (4, 51, Bib, ün REA S 
An 个 元 素 ， mA: Mn 个 元 素 。 
4. 29 


1. CO, {1}, (2), (1, 2) 

2.0, (3) 

3. {Ds (D. C, 2), (D, (1, 23 

4. LO. (D, {{1}}, (02). (1, 
2). (Ø, CI), m {23}, Ø, (1, 
21). (UI. (2). {{1}, (1, 2). (2), 
11, 2). (2, {1}, en. (Ø, {1}, (1 
21). {Ss {2}, (0, 21), ({1}, (2), (1, 
Zh}, {Ds {1}, {2}, {1, 2))) 
4. 30 

HAW) 


4. (d, (GB, D Er 38 
4. 37 MARAL DAMAREN. 
4.38 除了 3 和 4 外 都 为 真 。 


4. 39 
1l. AUE{1, 2. 334 (2. 3, 4) 为 真 ， 
需要 找到 这 样 一 个 元 素 ， 它 在 前 一 个 集合 中 


出 现 而 在 后 一 个 集合 中 不 出 现 。 
一 个 元 素 。 所 以 ，{1， 
为 真 。 

2. AUE{1, 2, 3}C{1, 2, 3, 43% 
真 ， 需 要 说 明 : 在 前 一 个 集合 中 出 现 的 每 一 
个 元 素 都 在 后 一 个 集合 中 出 现 ， 而 且 ， 至 少 
有 一 个 元 素 在 后 一 个 集合 中 出 现 而 不 在 前 一 
个 集合 中 出 现 。 集 合 {1，2，3} 中 的 每 一 
元 素 都 在 (1，2，3，4} 中 出 现 。 另 外 ， 元 素 


1 就 是 这 样 
2. 33&: (2, 3, 4) 
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4 在 后 一 个 集合 中 出 现 ， 但 不 在 前 一 个 集合 。 442 








中 出 现 。 所 以 ，!(1，2，3)C!1，2，3，4) l. 41, 2} 
为 真 。 2.41, 2, 4) 
4. 40 3. (11 
l. 4. (1j 
R Ss 4. 43 
B={1, 2, 3, 4, 7} 
Al 
C={1, 2, 3, 4, 5. 6} 
4.44 
T r€I(UOA 
2. (rE BUC) ArEA [规则 4.18] 
ei€BVx€ORAxcA [规则 4.12] 
R d e&GEC€BAx€A)VGE€CAz€A) 
[规则 3.97] 
exG€ BNA) V (rE CNA) 
[规则 4. 18) 
SrE(BMA)UCCNA) [规则 4.12] 
T 4. 45 
3. E(BNOUA 
R s S(rE BNO)VrEA [规则 4. 12] 
eGCBAx€OVr€A [规则 4.18] 
(rE BV rE A) A(x ECV EA) 
[规则 3. 9] 
eoOCBUAXAXGECUA. 
T [规则 4. 12] 
L szE(CBU4)mCCUA) [规则 4. 18] 
4. 46 
R S 1. 2 
2. 2=4 
3. 22° =2+=16 
4. 0 
5. 2952] 
T 6. 22 «2! =? 
4. 41 4. 47 
1. (2, 4) 1l.(À. lab. {b}, fa, b)) 
2.01] 2. (9f) 
3.13, 5} 3.12, {Oh} 
4.41, 3, 4, 5, 7} 4. (D, {BD}. {las bih (Ø, {ay b}}} 





Bax 








eixcAVz€B)NAtue [规则 3.15] 
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4.48 除 4 外 都 是 有 穷 的 。 
4. 49 OrEAVrEB 
1. (C. (D. {2}, {1, 2}} SrEAUB 
2. (2) 4. 52 
3.41. 2, 3) 1. Ø 
4. (0) 2.2 
5. {DO} 3. Ø 
4. 50 4. 11, 3, 5} 
r€ CAN BB 5. (3) 
€er€ANB)Ax€B [规则 4. 18] 6.11, 3, 5) 
全 (CrEAAzgB)AzEB [规则 4.25] 4. 53 
OGrCAA-GCB)OAxC€B 1. (£988. BH 
[规则 4.1] 2. (1, 2} 
€2x € A A false [规则 3.6] 3. (1) 
false [规则 3. 5] 4. {{1}, {2}} 
er€ ð [规则 4. 2] 4. 54 
4.51 1. {约翰 } 
r€ CAN BDUB 2. (1) 
rE (A\ B) VEB [规则 4. 12] 3. Ø 
(rE ANZEB)VTEB [规则 4.25] 4. Ø 


eS(rEAVTEBACrEBV «rE B) 
[规则 3. 9] 

eG CAVrzECB)ACSGCB)VxE&€B) 
[规则 4.1] 


4.55 当 集 合 S 为 
集合 时 。 


Bp 
BS 
xr 


[规则 3. 47 
[规则 4.12] 


或 恰好 包含 一 个 非 空 





第 5 章 


5.1 简介 


合 论 和 命题 逻辑 具有 相似 的 性 质 。 这 
些 性 质 训 以 用 于 定义 被 称 为 布尔 代数 (Bool- 
ean algebra) 的 数学 结构 。 例 如 ， 集 合 论 和 
命题 逻辑 中 的 宕 等 律 极 为 相似 ， 如 下 表 
WAS 。 





Bie 命题 逻辑 
SUS-S 
SNS=S 





pV p=p 





PA p=p 





由 下 表 可 知 ， 集 合 论 和 命题 逻辑 的 交换 
律 也 很 相似 。 








集合 论 命题 逻辑 
SUT=TUS | pVg=gVp 
SNT=TNS | pha=aqnp 














练习 5.1 给 出 集合 论 和 命题 逻辑 的 分 
配 律 。 口 

实际 上 ， 可 以 统一 处 理 集合 论 和 命题 逻 
辑 的 相同 规则 ， 这 样 就 可 以 将 一 个 研究 领域 
的 研究 结果 应 用 于 另 一 个 领域 。 除 此 之 外 ， 
布尔 代数 的 概念 是 计算 机 科学 的 一 个 核心 领 
域 (数字 电路 设计 ) 的 基础 。 我 们 将 在 第 14 
章 讨论 数字 电路 的 设计 ，[Gre98] 对 此 进行 
了 深入 的 探讨 。 

本 章 着 重 于 构成 布尔 代数 的 规则 。 在 学 
习 布尔 代数 之 前 ， 我 们 先 回顾 命题 逻辑 和 集 
合 论 的 相关 内 容 。 

希望 得 到 布尔 代数 的 完整 介绍 的 读者 可 
以 参见 [Mon89] 。 





布尔 代数 


5.2 命题 逻辑 回顾 


回忆 一 下 ， 每 个 命题 逻辑 都 与 一 个 真 值 
(true 或 false) 相 关联 。 而且， 我 们 在 前 面 
已 经 看 到 ， 可 以 通过 等 值 关系 “名 ”把 命题 分 
为 三 类 : 与 true 逻辑 等 值 的 命题 ( 重 言 式 集 
合 )， 与 false 逻辑 等 值 的 命题 (矛盾 式 集 
合 )， 既 不 与 true 也 不 与 false 逻辑 等 值 的 
命题 (不 定式 集合 ) 。 可 以 用 了 表示 重 言 式 
集合 ， 用 下 表示 矛盾 式 集合 。 

另外 ,命题 逻辑 包含 二 个 基本 运算 符 : 
^. AJ Vv (回想 一 下 ， 可 以 使 用 这 些 运 算 
符 定义 芝 和 续 )， 还 包含 命题 逻辑 满足 的 若 
于 规则 ， 如 A 和 V 的 交换 律 、 分 配 律 等 。 

总 之 , mee Bae TMP, BHA 
一 、 人 和 V， 以 及 命题 逻辑 的 若干 规则 
组 成 。 


5.3 集合 论 回 顾 


考虑 集合 S 及 其 寡 集 2S。 集 合 论 的 运 
算 符 和 和 岂可 以 看 成 是 ES 上 的 运算 ， 因 为 
给 定 FS 中 的 任意 两 个 元 素 ， 它 们 的 并 和 交 
也 是 £5 的 元 素 。 
现在 ， 考 虑 某 个 集合 XE >S， 总 有 
X 门 S=X。 这 一 事实 可 由 下 面 的 规则 刻画 。 
规则 5.1 对 于 任意 的 集合 XEFS， 有 
X(S—X G 
805.1. 考虑 集合 S=(1, 2, 3), REK 
{1, 2}41, 2, 3 = (1, 2} C 
可 以 如 下 定义 3S 上 的 取 补 运算 符 
(complement operator)。 给 定 任 意 的 集合 











Q 以 George Boole(1815-- 1864) 命 名 。 感 兴趣 的 读者 可 以 参考 [GGB97]， 该 书包 括 了 布尔 的 一 系列 研究 工作 ， 
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XEF S, X 的 补 ， 记 作 X ,定义 为 S\X。 
规则 5.2 对 于 任意 的 集合 XE 3S， 有 
X =S\X 口 





例 5.2 还 是 考虑 集合 S = (1，2， 
3}。 这 里 有 

11. 2} = {3} i 

练习 5.2 设 集合 S= {a, b.c. d, 
e}， 计 算 下 列 集合 。. 

l. la. d)^ 

2.la. b. c, di 

3. 1a Nb} 

4. Q^ 

5. {as b. c, d, e)" O 


定义 了 取 补 运算 符 之 后 ,可 以 引入 下 面 
两 个 规则 。 
规则 5.3 对 于 任意 的 集合 XES, A 
XUX =S 
规则 5. 4 对 于 任意 的 集合 XE 2S， 有 
XX" =ø [] 
总 之 ,集合 论 由 集合 PS，2S 上 的 运算 
符 介 、U 和 一 ， 以 及 车 干 集合 论 的 规则 组 成 。 
因此 ， 可 以 认为 集合 论 和 命题 逻辑 的 抽 
象 结构 极其 相似 。 通 过 学 习 布 尔 代数 ， 我 们 
把 重点 放 在 决定 这 个 一 般 结 构 的 规则 ， 即 决 
定 命题 逻辑 和 集合 论 的 规则 上 ， 而 不 专门 针 
对 命题 逻辑 或 集合 论 。 因 此 ， 下 面 讨论 的 规 
则 同时 适用 于 命题 逻辑 和 集合 论 ， 当 然 ， 也 
适用 于 满足 布尔 代数 规则 的 其 他 结构 。 
练习 5.3 使 用 等 值 推理 证 明 规 则 5. 

















练习 5.4 使 用 等 值 推理 证 明 规则 5. 


练习 5.5 使 用 等 值 推理 证 明 规 则 5. 











布尔 代数 基础 


布尔 代数 描述 一 个 同时 包含 命题 逻辑 和 
合 论 的 规则 的 数学 结构 。 这 一 结构 的 定义 


3. 4 


如 下 。 
定义 5.1 考虑 集合 昌 以 及 定义 在 B 上 
的 二 元 运算 符 “ 十 ”和 “x* ”及 一 元 运算 符 “”。 
又 设 0 和 1 是 中 上 两 个 互 不 相同 的 元 素 。 
六 元 组 
(B, +, *,',0, D 
称 为 布尔 代数 ， 当 且 仅 当 对 于 集合 B 中 的 
4EE AB a, b 和 cc， 下 面 四 个 公理 成 立 。 
X: a 十 6 二 6 十 a 
a*b—b*a 
at(b*c)=(atb) * (atc) 
a* (b+ce)=(a*b)+(a*c) 
a+0=a 
a*l=a 
AME: aca =l 
a*a —0 口 
也 就 是 说 ,任何 满足 上 面 规则 的 结构 都 
可 看 成 是 布尔 代数 。 
例 5.3 包含 两 个 元 素 0 和 1， 运算 
Un. "UU x ”的 布尔 代数 B 的 定义 如 下 。 
0 z1 
1'—0 


4 EL. 


同一 律 : 





04-0—0 
0+1=1 
1+0=1 
1+1=1 


0x 0-0 

0*x1—0 

1*0=0 

lx1=1 
为 使 这 些 元 素 和 运算 组 成 布尔 代数 ， 必 须 满 
足 交 换 律 、 分 配 律 、 同 一 律 和 补 律 。 

现在 ， 我 们 考虑 布尔 代数 的 一 般 结构 。 
为 此 ， 使 用 如 下 术语 。 

首先 ， 元 素 0 HH ECC X (zero element) o 
之 所 以 如 此 称呼 是 因为 它 与 算术 中 的 0 相 
似 。 例 如 ，n * 0 一 0 对 布尔 代数 和 算术 都 

















布 mR 代数 
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X y. 

其 人 次， 元 素 1 称 为 单位 元 素 (unit 
elerment)。 同 样 ， 之 所 以 如 此 称呼 是 因为 它 
与 算术 中 的 1 相似。 例如 ，n x 1— n 对 布尔 
代数 和 算术 都 成 立 。 

然后 ,a BRA a 的 补 (complement)。 例 
如 ，0 1. 1'—0, 

最 后 ， 运 算 ”* ”与 运算 “十 ”所 产生 的 结 
果 分 别称 为 积 (product) 与 和 (sum)。 

从 上 上面 的 规则 可 以 推导 出 其 他 -- 些 规 
则 ; 其 中 有 一 些 是 我 们 所 熟悉 的 。 

首先 ， 积 与 和 运算 符 都 满足 结合 律 。 


规则 5.5 对 于 任意 的 元 素 a、5 和 
c. 有 

at (bto =la tb) +e 

aüa*(b*c)—(axb)xc 四 





FK. a 的 补 的 补 与 a 相等 。 

规则 5.6 对 于 任意 的 元 素 a， 有 

a =a L] 

这 与 第 3 SE] A fX C9. pep 类 似 。 

下 一 个 规则 表明 和 与 积 都 是 寡 等 的 。 

规则 5.7. 对 于 任意 的 元 素 4a4， 有 

aaa 

a* aa B 

规则 5. 8 告诉 我 们 ， 德 。 摩根 律 不 仅 对 
命题 赣 辑 和 集合 论 成 立 ， 而 且 对 所 有 布尔 代 





数 均 成 立 。 
规则 5.8 ”对 于 任意 的 元 素 a 和 bp， 有 
Catb) =a’ xb 





(ax D)! =a 4- bf 
正如 任意 命题 与 true 的 析 取 都 为 true， 
任意 命题 与 false 的 合 取 都 为 false 那样 ， 任 











意 的 布尔 代数 项 与 1 的 和 都 为 1， 任 意 的 布 ， 


尔 代数 项 与 0 的 积 都 为 0。 
规则 5.9 对 于 任意 的 元 素 4， 有 
< 十 1 一 ] 
a * 0-0 L] 
下 面 的 规则 可 由 命题 逻辑 和 集合 论 的 相 
应 规则 推演 出 来 。 l 





首先 ， 考 虑 两 个 原子 命题 p 和 9。 命 题 
PV (pAg) 为 真 ， 当 且 仅 当 其 中 至 少 一 个 析 
取 项 为 真 。 然 而 ， 两 个 析 取 项 都 需要 pA 
真 才能 为 真 。 由 此 ， i 

PV OpAMSp 
是 命题 逻辑 定理 。 

Fe EAMES SAT. SMT 的 并 
SUTER SHAT HATER, SHSUT 
的 交 包 含 S 的 所 有 元 素 。 由 此 ， 

SO(SUT)=S 
对 所 有 集合 S 和 了 成 立 。 

这 两 个 事实 对 所 有 布尔 代数 都 成 立 ， 正 
如 下 面 的 规则 所 述 。 

规则 5. 10 对 于 任意 的 元 素 4 和 5， 有 

ac (Ca *b)—a 

a * Cab) —a 口 

最 后 ， 由 命题 逻辑 的 逻辑 等 值 式 (- false) 
true A C^ true) e false 可 以 导出 下 面 的 











规则 。 

规则 5.11 

0 —1 

1 一 0 

练习 5.6 使 用 布尔 代数 的 公理 及 规则 
5. 6 和 规则 5. 8 证 明 O0 — 1 成 立 。 c 





练习 5.7 使 用 布尔 代数 的 公理 证 明 ， 
对 于 任意 的 元 素 a， 





a+0=axl] 
成 立 。 口 
练习 5.8 使 用 布尔 代数 的 公理 证 明 ， 
对 于 任意 的 元 素 a， 
ata=a 
成 立 口 


练习 5.9 使 用 练习 5. 8 的 结果 和 规则 
5.5 以 及 布尔 代数 的 公理 证 明 ， 对 任意 的 元 
X a. 

ad 121 
成 立 。 
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5.5 简写 规定 


我 们 可 以 扔 掉 乘 法 符号 ,使 用 并 置 来 进 
行 缩写 。 即 可 以 用 ab 代替 a xb, Hl abc hÈ 
Buxb*c, 

例 5.4 可 以 用 如 下 形式 表示 布尔 代数 
的 分 配 律 。 

aCb-t c) = Gab) + Cac) 

act Go) Gad 6) Cate) Q 

练习 5.10 利用 简写 规定 缩写 下 列 
各 式 。 

l.a*b 

2.a * (b+c) 

3.ad- (b * c) 

4A.a * b 


5. (a * b)' g 


5.6 优先 级 


正如 我 们 对 命题 逻辑 的 运算 符 强加 了 优 
先 级 顺序 一 样 ， 对 布尔 代数 的 运算 符 也 赋予 
优先 级 顺序 。 这 里 ,，“” 的 优先 级 高 于 “ x ”， 
“x ”的 优先 级 高 于 “十 ”。 也 就 是 说 ,，“'” 的 
绑 定 最 强 ,“ 十 ”的 绑 定 最 弱 。 

815.5 4 十 bx 的 意思 是 a 十 (bx cc) 而 
3ECa 4-5) * c, E 

Bi 5.6 
(a*b)’, L] 

练习 5.11 以 完整 的 括号 形式 书写 下 
面 的 表达 式 。 

l. ab 

2. ab-tc 

3. a +b 

4. ab cd t ef' L1 








a * b WEEE a x COO Wi dE 











5.7 集合 的 布尔 代数 


现在 ， 我 们 考虑 关于 集合 的 布尔 代数 。 

WARASRHBRRPS, RATS RE 
上 的 并 、 交 和 取 补 运算 符 构 成 一 个 布尔 代 
数 。 在 这 一 布尔 代数 中 ， 空 集 儿 是 零 元 素 ， 
集合 S 是 单位 元 素 。 

练习 $. 12 WTS 是 布尔 代数 。 














5.8 命题 的 布尔 代数 


设 呆 为 命题 的 集合 ， 那 么 ， SIRE 
上 的 命题 运算 符 V、A 和 -构成 一 个 布尔 代 
数 。 在 这 一 布尔 代数 中 ，false 是 零 元 素 ， 
true 是 单位 元 素 。 

练习 5, 13 证 明 开 是 布尔 代数 。 C] 





5.9 布尔 代数 的 同 构 


对 于 两 个 布尔 代数 BAB. 如 果 存 在 
将 B 的 元 素 转换 为 B 的 元 素 的 运算 1， 则 
称 两 个 布尔 代数 同 构 (isomorphic)29 , 

本 质 上 ， 这 样 的 运算 把 B 的 零 元 素 和 
单位 元 素 分 别 转换 成 B 的 零 元 素 和 单位 元 
素 ， 并 且 "“ 保 持 ” 三 个 运算 ， 即 保证 对 任意 的 
ZU a. DC B， 下 面 的 关系 成 立 。 

fatb) = fla) Y fd) 

fla * b) — fla) * f(b) 

fla')= flay’ 

Hp, To 分 别 表示 B 的 和 运算 符 与 积 
运算 符 。 - 

例 5.7 我 们 可 以 如 下 证 明 集 合 论 的 布 
尔 代 数 与 命题 逻辑 的 布尔 代数 同 构 : 定义 运 
Bg, (88 g(true) =S, g(false) - g, ifi 


O 我 们 将 在 第 9 章 给 出 函数 的 形式 定义 ， 那 时 就 可 以 给 出 两 个 布尔 代数 同 构 的 明确 意义 。 
因此 ，、 本 节 及 相关 练习 解答 并 没有 给 出 严格 的 论述 和 证 明 ， 需要 理解 论述 和 证 明 是 示意 性 的 。5. 8 节 的 讨 
论 也 不 够 详细 。 这 一 部 分 的 内 容 与 后 面 章节 的 内 容 没 有 关联 。 一 一 译 者 注 





od 代数 


t 
n 





日 对 所 有 的 命题 a Rio. A 
gla V b= gla) U gD) 
gla A b) — glad N go» 
eC a)= gla) LI 
练习 5.14. 将 例 5.7 的 运算 应 用 于 下 
面 各 命题 ， 
l. truc V false 
2. ^Ctrue A (true V false)? 
3. Ctruc A (true V false) ) V false i] 
练习 5.15 给 定 如 下 定义 的 运算 h. 
REZ) = false 
hCS) — true 
h(a bh) =hla)d VAC) 
h(aNh=hla) Ah) 
hla )=> hla) 
将 六 应 用 于 以 下 各 项 。 


l. Ø 

2. SNS 

3. ØN(SU Z) t] 
练习 5.16 问 想 -- 下 ， 例 5.3 定义 的 


布尔 代数 是 由 两 个 元 素 0 和 1 及 运算 “"、 
“十 "和 ”x “构成 的 ， 其 定义 如 下 。 

o=] 

1-0 


0 十 0 一 0 
Od- 171 
1 十 0 一 ] 
1+1=1 


Ox 0-0 


1x1=1 D 

如 何 让 明 集 合 的 布尔 代数 与 例 5. 3 的 布 
尔 代数 同 构 ? 

练习 5.17 如 何 证 明 命题 的 布尔 代数 
与 例 5. 3 的 布尔 代数 同 构 ? g 








5.10 SiH 


在 布尔 代数 中 ， -个 陈述 的 对 偶 
(dual) 是 交换 中 的 “十 "和 ”x”， 并 交换 常 
Ho 和 1 而 得 到 的 陈述 。 例 如 ，0 十 1 的 对 
(iE 1 x 0, 

例 5.8 (axl) * (O+a') =0 的 对 偶 是 
(ut0)—(lxa =l, 








例 5.9 ataub=ath 的 对 偶 是 wx (a 
+thy=axb, [] 
例 5.10 在 命题 逻辑 的 布尔 代数 中 ，p 








A true 的 对 偶 是 p V false, 

例 5. 11 在 集合 论 的 布尔 代数 中 ,RN 了 
的 对 偶 是 RUT. E 

对 偶 性 的 一 个 重要 结论 是 . 在 布尔 代数 
中 ,任意 定理 的 对 偶 也 是 定理 。 例 如 ,我们 
已 经 知道 pV truee true 是 命题 次 辑 的 定 
JE. MIC b 取 什 么 值 该 式 总 为 真 。 它 的 对 
1H p A false@false 也 是 命题 逻辑 的 定理 ， 不 
€ p 有 取 什 么 值 该 式 同样 总 为 真 。 

练习 5.18 给 出 下 列 各 布尔 代数 等 式 
的 对 偶 。 

l. (al) (O+a’)=0 

2.a+(ab)=ath 

3. ala’ +b) =ab 

4. Ca+l)Cat+0) =a 

5. Cath) Cb+e)=act+h Ll 

练习 5.19 给 出 下 列 各 命题 逻辑 定理 
HY TAR 

l. ~ pA pefalse 

2. pA qe9qA p 

3. PV (GV NE(pVg) Vr 

4. pN\(pVQMep Li 











5.11 附加 练习 


练习 5.20 设 p、g Fir 分 别 表示 布尔 
代数 的 项 a、b 和 c， 给 出 下 列 各 布尔 代数 项 
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A nm ou 
PoF 





的 命题 逻辑 形式 。 练习 5.26 在 练习 5.9 中 ,我 们 证 明 
l. a+b 了 4 十 1 二 1 成立。 给 出 其 对 偶 的 证 明 。 
2. (a+b) 练习 5.27 在 练习 5.8 中 ,我 们 证 明 
3. (a * b) c T ata=a RL. AHEM BAER. 
练习 5.21. RAR. SMT PIK 练习 5.28 重 写 下 列 各 布尔 项 ， 使 得 


示 布 尔 代数 项 a、b Plc. FEAR 5. 20 中 的 
项 表示 成 集合 论 的 表达 式 。 

练习 5.22 化 简 下 列 布尔 表达 式 。 

l.a* Ca * b)! 

2. b * (atb) 

3. ax D d Ca! * 20 - Cb c) 

练习 5.23 重新 考虑 练习 5.16 解答 中 
的 运算 /， 其 定义 如 下 : 

f(S)=1 

f(S)=0 

flab) = fla) + fI» 

flab) = fla) * f(b) 

fla = flay’ 
将 该 运算 应 用 于 项 Sous )。 

练习 5.24 重新 考虑 练习 5. 16 解答 中 
的 运算 f 和 例 5.7 的 运算 g， 其 定义 如 下 : 

f(S)=1 

f(S)=0 

flaV b) — flat fO) 

flaNb)= fla) * fb) 

flo a) fa) 


g(true) - S 

g false) = Ø 
gGaNVb-g(alUg(» 
gaAb = gla) N gb) 
gc a)—g(a). 

把 /应 用 于 将 g 应 用 于 命题 true A (alse V 
^ true) 的 结果 上 。 
练习 5.25 

对 偶 。 
LXMY¥UD=CXNYUCKNZ) 
2. XN d — e 
3. XUX =S 


给 出 下 列 集合 论 规 则 的 


其 中 不 含 插 号 和 乘 号 。 

l. (axb)x(a * e) 

2. (a * (b* c) * b 

3. (a* b) * (c x (ax Gh * a))) 

4. Ca * D) * Cc! * Ca * (b * c'))) 

练习 5$.29 在 布尔 代数 中 ， 文 字 量 定 
MAR MERA, Wa Ra’, Hob, Æ 
本 乘积 定义 为 文字 量 的 序列 ， 其 中 每 个 变量 
最 多 只 能 出 现 一 次 。 例 如 ,ub 是 基本 乘积 ， 
而 abb 则 不 是 。 将 下 列 布尔 乘积 化 简 为 0 或 
基本 乘积 。 

1. abba'c 

2. abcbc 

3. abc'abc' 

4. a b'c'abc 

练习 5.30 当 一 个 基本 乘积 已 的 所 有 
文字 量 都 是 另 一 个 基本 乘积 Q 的 文字 量 
时 ， 称 已 包含 于 Q。 例 如 ，vcc、w“ 和 be 都 
包含 于 cpc， 而 ac 不 包含 于 ac。 证明， 若 
PH QHEBARAA PHS FQ. BAA 
P+Q=P, 


5.12 练习 解答 


5.1 合 论 的 分 配 律 如 下 。 
RN(SUT)=(RNS)UCRNT) 
RUCSNT)=(RUS)N (RUT) 
命题 逻辑 的 分 配 律 如 下 。 
pA(gVr)=(pAg)V pAr) 
pV(gAnD)=(pVa)yA(pVr7) 

$.2 








i 
A. ta. by c. ds el 
5c 


5.3 对 于 任意 的 .rES， 有 
r€ Xf1S 
mre X ALES 
eave X Atrue 


[规则 4. 187 
[rE S 的 假设 ] 


ere X [规则 3.4 j 
5.4 MILAM eS. A 
:€XUX' 


ere XVE X [规则 4.121 
Ccu€XVIeSNX [规则 5. 27] 
cue XNVGCSAx€X) 

[规则 4.25] 
mere XV Gruer X0[x€ S 的 假设 ] 
ar X V Gr€ X A tra [规则 3. 7] 
mre XVx& X [规则 3. 4) 
“人 true [规则 3.157 
ear Es [x€ S 的 假设 ] 

5.5 TERHES, A 
rEXNXSrEXALEX [MN 
IrEXArES\X [HN 
c»r€ XArY€ SAY X 


.18] 


4 
9. 
4. 
tECEXAS€XA€S [规则 3.8] 
cfalsec Are sS [规则 3. 6) 
rE S A false [规则 3. 71 
=?false [规则 3.52 
ET [规则 4. 2] 
5.6 
0 — (a * a!) Leh | 
=u da" [规则 5. 8 ; 
=a da [规则 5. 6] 
=] EL 
5.7 
a tO =a [ 同 -- 律 ] 
=aux I [同一 律 ] 
5.8 
data= (ata)xl [同一 律 ] 
=Catad*(ata’) CRE] 
=at laxa) [分 配 律 ] 


一 4 十 0 | 补 律 J 
—a [同一 律 ] 
5.9 
ac] —ad (Ga) [8] 
=(ata)ta’ [规则 5.5] 
二 a 十 a [解答 5.8] 
=] [ 补 律 ] 
5.10 
l. ab 
2.albtc) 
3. a+ (be) 
4. ab’ 
5. Cab)’ 
5.11 


la * (b) 

2. (a * b) tc 

3. ad- (X) 

4. Ca x b+ Cc db Ce Cf) 

5.12. 为 证 :S 构成 布尔 代数 ， 需 要 证 明 交 
换 律 、 分 配 律 、 同 一 律 及 补 律 的 公理 均 成 
立 。 由 于 对 任意 的 集合 X、Y、ZE-S, 下 
面 的 公理 均 成 立 ， 因 此 -S 构成 布尔 代数 。 


XUY=YUX [规则 4. 157] 
XMY=YNX [规则 4. 217] 
XU(YNZ) 

=(XUYN (XUZ) [规则 4. 24] 
XM(YUZ) 

=(XNY)UCKNZ) [规则 4. 247 
XUS=x [规则 4. 137 
XNMS=X [规则 5. 1] 
XUX'-S [规则 5. 4] 
XNX =Ø [规则 5. 3] 


5.13 为 证 开 梅 成 布尔 代数 ， 需 要 证 明 交 换 
律 、 分 配 律 、 同 一 律 及 补 律 的 公理 均 成 立 。 
由 于 对 任意 命题 p、g、r€ Ml, 下面 的 公理 
均 成 立 ， 因 此 构成 布尔 代数 。 
PVa=gVp 
pAgq™gAp 


[规则 3. 14 
[规则 3. 7] 


R 
£a 


+ 








5. 


5. 


14 


15 


16] 


17] 
11] 
4] 
15) 
6] 


BV Ar) 
=(pVg)A(pVr) [规则 3. 
pAlgVr) 
=(pAg)V (pAr) [规则 3. 
pV false= p [规则 3. 
pA^true p [规则 3. 
pM p= true [规则 3. 
b ^-— p=false [规则 3. 
1. gCtrue V false) = gCtrue) U g(Cfalse) 
—SU g(Cfalse) 
=SU Ø 


2. g(> Ctrue A (true V false) )) 
= (gCtrue A (true V false))) 7 
—Cg(Ctrue)f]gCtrue V false)) ^ 


= CgCtrue)flCgCtrue) Ug(false))^ 


= (g(true) (SU g (false) ))7~ 
=(g(true) (SU Q2)» 
=(SN(SUD))’ 

3. gCCtrue A (true V false) ) V false) 


= g (true A (true V false)) U g(false) 


= (g(true)  g(true V false) ) 

U g(false) 
= (Sf) gCtrue V false)) U g (false) 
= (Sf) (¢(true) U gCfalse))) 

Ug (false) 
= (S11 (SUg(false))) Ug(false) 
=(SN(SUS@)) Ugt(false) 
=(SN(SUØÐU Ø 


I. AC ^) kØ) =- false 

2. AGO (1 SO ACD AACS") 
—falseA ACS7 ) 
= false A^ ACS) 
= false A^ true 

3. ACC NN (SU GB» 

—hOD)ARACGUJGS) 

= falseA ACSU Z) 

— false A CACS) V ACD) 


= false A (true V AC) 
= false A (true V false) 

5.16 可 以 给 出 如 下 定义 的 运算 f。 
f(S)=1 
f(D)=0 
fJOU T) f(R)+ f(T) 
fOR(YT) = f(R) * f(T) 
CR) 一 RD) 

5.17 可 以 给 出 如 下 定义 的 运算 f. 
f(true) =1 
f(false) 20 
f bVq)— fCGodcT f(Qp 
FOpAQD=fp) * f(q) 
foc po=flpy’ 


1. (at+0)+(a’)=1 
2.a(a’+b)=ab 

3. a Cab) — a-b 

4. (a0) + (a1) —a 

5. Cab) + (be) — Ca eb 


l. > p V pStrue 

2. bV qoq V p 

3. BV (QA 2G OBAqDAr 
4. bV(pAqo)esp 


1. pVq 
2. ~(pVq) 
3. pnag) Vor 


I. RUS 
2. (RUS) 
3.(G NS”) UT 


l.a * (a * b')' =a x (a! +8") 
=a * (a'--b) 
=(a xa )--(a xb) 
—0- (a * 6) 


=a * b 
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2.bx (atb) —bx (a * b) 
=h (b xa) 
—(bx*b)»a 
= xa’ 
=0 
3. (Cae bla’ * 0) 9 (o * c) 
— (Ga! x e) Gb) Gc) 
— (a! x c)d- Ga x Dd GO xc) 
—(a *xcdGbxa-Gs*c) 
= (a xc) G x* (ac )) 
— (Ga! * c)" b) * Ca! * e)À^« Gc) 
— (Ca! x e)9-b) x Cal * e) GI He) 
— (Gal Eb) (a x c) Ga! x e») 
=((a *c)+b) *} 
=(a xc) +b 
5.23 
/SN(GUS ))=fCS) *»fiuaus» 
=] x (Ø US) 
=1* (ADAS) 
=1* (f(2)+ f(S)’) 
=] x (O+/(S)’) 
=] x (0+1) 
5.24 fg MHF true A (false V— true) 得 
SN(B US )。 EBM ME. SNE 
US )) 给 出 1x(0 十 1 ) 。 
5.25 
LXUCYNZ)=(XUYINCXUZ) 
2. XUS=S 


3.X()X =Ø 
5. 26 
a*0 =a*(a*a’) [48 J 
—(a*a)*a' [结合 律 ] 


=a ža’ 
=0 
5.27 
a*a--(ax*a)-ct0 
— (a * a) d-Ca * a/) 
=a * (aca) 
=a*l 


=a 


/ 
aba c 
abcb 


/ 
. abc aba 


hm W N re 


t iit 
. abc ab c 


1. abba'c —aa'bbc 
二 0ppc 
一 0 


po 


. abcbc! =abbec’ 
=abbod 
一 0 


, + 4, 
. abc abc’ =aabbc c" 


w 


—abc 
4. a/b'c'abc —aa'bb'cc' 
—Obb'cc' 
一 0 


REEE] 
[ 补 律 ] 


[同一 律 ] 
[ 补 律 ] 
[分 配 律 ] 
EL 
[同一 律 ] 


5.30 @PHMATQ, WHER, kB Q— 


P*R, Ait, 4 
P+Q=P+(P*R) 
=(P*1)+(P*R) 
=Px(R+1) 
=P] 
=P 


[同一 律 ] 
[分 配 律 ] 
[规则 5. 9] 
[同一 律 ] 





第 6 章 


到 目前 为 止 ， 我 们 在 讨论 集合 论 的 运算 
符 时 ， 对 陈述 的 类 型 都 十 分 小 心 。 在 例 
4. 18 中 ， 我 们 说 过 eaten 是 fruitbowl 的 子 
集 : 一 考 者 是 与 水 果 有 关 的 集合 。 并 且 ， 我 
们 人 尺 基 避免 使 用 运算 符 U、 介 或 \ 把 数字 集 
合 与 水 果 集 合 这 样 的 集合 连接 在 一 起 。 当 使 
用 这 些 运 算 符 时 ， 一 定 要 确保 参与 运算 的 集 
合 必 须 含 有 相同 类 型 (type) 的 元 素 。 

EREK, WU 1 € eaten, banana E 
REL C People 这 样 的 陈述 看 起 来 不 像 是 
真 的 。 如 果 对 这 样 的 陈述 取 奉 而 得 到 陈述 
1€ eaten banana Et , © Æ People, ABA 
你 可 能 会 说 ， 这 些 否 定 的 陈述 是 真 的 。 然 
而 ， 在 离散 数学 中 ， 第 二 类 陈述 与 第 一 类 陈 
述 - 样 是 没有 意义 的 ， 这 是 因为 我 们 关心 的 
是 类 型 集合 论 (typed set theory), 

类 型 集合 论 认 为 每 个 集合 (事实 上 ， 每 
个 元 素 ) 都 有 一 个 与 之 相关 联 的 类 型 。 例 如 ， 
为 了 讨论 陈述 SES, S 必须 是 一 个 这 样 的 
集合 : 它 的 元 素 具 有 与 y 相同 的 类 型 。 类 似 
地 ， 为 了 讨论 形 如 SOT RASAT RB 
陈述 ， 必 须 确保 S 和 了 具有 相同 的 类 型 。 
青 例如 ， 如 果 S 是 一 个 数 的 集合 ， 那 么 为 
使 SN 工 有 意义 ,TT 必须 也 是 一 个 数 的 集 
合 。 这 与 我 们 把 集合 论 看 成 是 布尔 代数 的 想 
法 是 一 致 的 。 

这 种 方法 的 一 个 主要 优势 是 ， 当 我 们 在 
“现实 世界 ?实现 集合 时 ， 例 如 ，、 在 关系 数据 
库 的 上 下 文中 ， 所 有 的 条 目 都 必须 有 相关 的 
类 型 。 如 果 我 们 要 考虑 一 个 体育 馆 的 所 有 用 
户 的 附属 信息 ， 并 且 希 望 输出 所 有 会 员 的 名 
学 和 地 址 ， 这 时 我 们 可 能 不 希望 输出 他 们 的 
年 龄 和 电话 号 码 ; 这 些 对 象 的 类 型 是 完全 不 


类 型 集合 论 


同 的 。 另 外 . 我 们 可 能 需要 合并 两 个 会 员 编 
号 的 集合 ， 而 且 可 能 希望 当 把 会 员 地 址 集合 
与 会 员 编号 集合 合并 时 产生 一 个 错误 信息 。 
正 是 类 型 集合 的 概念 为 我 们 提供 了 这 样 一 种 
理想 的 结构 。 正 如 我 们 将 要 看 到 的 ， 本 章 与 
接 下 来 的 两 章 有 着 很 密切 的 联系 ， 而 且 能 更 
方便 地 应 用 于 关系 数据 库 。 

因此 ， 在 本 章 , 我 们 将 概述 为 什么 要 使 
用 类 型 集合 论 ， 并 且 描 述 一 些 根 据 这 种 方法 
定义 集合 的 方式 。 关 于 这 一 话题 的 深入 内 
容 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 LSup60]。 


6.1 类 型 的 需要 


ERLE, 我 们 讨论 了 集合 的 概念 ， 定 
义 集合 为 “一 些 对 象 的 无 序 汇 集 ”。 尽 管 我 们 
尽量 保 让 集合 包含 相似 类 型 的 对 象 ， 把 不 同 
类 型 的 对 象 互相 分 开 ， 但 是 在 那里 并 不 需要 
这 么 做 。 然 而 ， 如 果 继 续 采 用 这 样 不 严格 的 
方式 ， 那 么 将 会 出 现 一 系列 的 悖 论 ; 在 此 ， 
讨论 两 个 最 著名 的 悖 论 。 

Cantor 悖 论 

考虑 所 有 集合 的 集合 ， 用 S 来 表示 这 
一 集会 。 在 此 ， 

XESSX 是 一 个 集合 

S 的 每 一 个 子 集 是 一 个 集合 ， 因 此 ，S 
的 每 一 个 子 集 是 S 的 元 素 。 因 此 ， 有 2SCS，。 
然而 ， 就 像 第 4 章 中 看 到 的 ， 事实 上 ， 任 何 
一 个 集合 处 ORR aS PAX 的 势 要 大 ( 因 
AwRX An PAE, MAX 的 震 集 就 有 
2" 个 元 素 )。 这 样 ， 这 两 个 式 子 是 相悖 的 。 
这 就 是 著名 的 Cantor Hie, 


> EA Georg Cantor(1845 1918) 命 名 。 参 WL Dau90j 以 了 解 Cantor 的 生平 和 工作 . 





Bos 





Russell {Fit 

有 些 集合 可 以 是 它们 自己 的 成 员 ; 例 
如 ， 所 有 集合 的 集合 S 就 是 它 自己 的 成 员 。 
另 一 方面 ， 一 些 集合 不 是 它们 自己 的 成 员 : 
所 有 和 狗 构 成 的 集合 就 不 是 一 条 狗 。 假 设 民 
表示 所 有 不 是 自己 的 成 员 的 集合 构成 的 集 
合 ， 那 么 有 

XER@XEX 

这 个 定义 带 来 了 一 个 问题 ,“ 民 是 它 自 
Cm WD RCR Oi, BAR BE 
所 有 不 是 自己 成 员 的 集合 所 构成 的 集合 的 成 
XA. Ast, RER, 3—5., wE RER, 
MARRRAMARA ACK Ws 4 BF 
构成 的 集合 的 成 员 ， 因 此 ， 尺 ER。 这 两 个 
陈述 是 矛盾 的 。 这 就 是 著名 的 Russell 

如 果 像 第 4 章 中 那样 ， 对 集合 的 概念 不 
Ah M 那么 QAM 

。 为 了 避免 产生 这 些 和 其 他 的 悖 论 ， 公 
ct Coon set theory)” 引入 LA 
公理 ， 我 们 已 经 看 到 了 其 中 的 几 个 公理 。 因 
此 ， 只 有 当 一 个 集合 满足 这 些 公 理 时 它 才 真 
的 有 定义 ?。 特 别 地 ， 这 些 公 理 保 证 诸如 
“所 有 集合 的 集合 "和 "所 有 不 是 自己 成 员 的 
集合 构成 的 集合 ”等 陈述 是 无 效 的 ， 我 们 不 
允许 自己 去 讨论 这 样 的 集合 。 

在 强制 地 给 出 一 系列 规则 的 同时 ， 公 理 
集合 论 强调 为 每 一 个 集合 赋予 一 个 类 型 
(type)”。 因 此 ,集合 论 中 的 运算 符 ， 如 山 
ALN. 只 能 应 用 于 相同 类 型 的 两 个 集合 


例 6.1 我 们 可 以 考虑 人 的 类 型 ， 记 作 
People， 以 及 汽车 的 类 型 ， 记 作 Cars, 对 


于 任意 的 集合 X、YS People， 可 以 自由 地 





讨论 它们 的 交 、 并 和 差 . 但 是 ， 当 ZCCars 














时 ， 不 能 讨论 X MZ 的 并 或 交 ， 因为 它们 
的 类 型 是 不 兼容 的 。 

练习 6.1 假定 People 和 Cars 是 类 型 ， 
那么 People 表示 所 有 人 的 集合 ， 而 Cars 表 
示 所 有 汽车 的 集合 。 假 定 A、BS People, 
而 X、YSCars， 那 么 下 面 哪些 交 的 运用 是 
合法 的 ? 

1 ANB 

2. AC) X 

3. ANY 

4. Af) People 

5. Af\Cars 

6. ANS 














前 面 介 绍 过 人 的 集合 与 人 的 集合 的 集合 
是 完全 不 同 的 ， 因 为 前 者 的 元 素 类 型 与 后 者 
的 元 素 类 型 是 不 同 的 。 例 如 ， 前 者 的 一 个 代 
表 是 { 乔 } 而 后 者 的 一 个 代表 是 {{ 乔 }) 

例 6.2 再 次 考虑 A、BGC People， ee 
Fl A f People 是 有 定义 的 。 但是，A 门 1B 
MAN People 是 未 定义 的 。 














练习 6.2 下 面 哪 一 个 门 的 应 用 是 合 
法 的 ? 

1. (d. 2, 33N CL) 

2. (1, 2, DNAS 

3. (1, 2, DND)? 

4. (1, 2, 33M {1} C] 


ERR NRA BAAN. UL NR eam 
于 相同 类 型 的 集合 的 同时 ， 类 型 集合 论 也 
定 了 对 不 同 级 别 的 对 象 进行 操作 的 运 "a. 
像 E 、 握 的 运用 。 

为 了 说 明 这 样 做 的 理由 ， 我 们 考虑 一 个 
RARER. HES ERM 


C^ EA Bertrand Russell(1872; 1970) f£, S W[Gar92] A T f Russell 和 Russell 导论 的 影响 。[Mon97] 记 载 了 


Russell 前 50 年 的 辉煌 生平 。 


O RAH Ernst Zermelo( 1871-1953) #1 Abraham Fraenkel(1891- 1965) ARAJ, 
) 在 此 ， 我 们 不 列 出 这 些 公理 。 读者 只 区 知道 大 部 分 公理 可 以 用 第 a 章 的 规则 来 刻画 就 可以 了 。 
外 可 以 站 为 一 个 类 型 是 包含 我 们 此 基 虑 的 所 有 "类 似 " 对 象 的 一 个 "大 "集合 注意 .本 书 不 把 人 作为 类 型 。 if 


fi 
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类 型 集合 论 
插入 到 另 一 个 桶 中 去 。 如 果 有 有 人间: 第 二 个 4, 1ES 
桶 中 有 什么 ”答案 将 不 是 “一 根 香 欧 ”"， 而 是 5. 11}ES 
-个 装 有 gen. 类 型 集合 论 规定 6. ICS 
了 这 样 的 原则 : 2)} 的 元 素 是 {1} 和 7. SE:S 
Wa Be. Kil E 8. SES 
1{1}，{2}); 是 合法 的 ， 而 陈述 1€111 9. {1}E:S 
12)) 是 不 合法 的 。 按照 这 种 说 法 ， 如 果 or 10. 1€:S g 


比 和 * 低 一 个 级 别 "、 那么 xzEX 的 值 是 有 定 
义 的 。 

例 6.3 假定 类 型 People 代表 了 所 有 
AWER. MEA. Bea WA., A., ME 
德 部 是 People 的 元 素 。 

下 面 E 、 己 的 运用 是 合法 的 ， 
的 值 部 为 true, 

GC People 

Ø € * People 

"ic ill € People 

UE. 2999) People 

(dean. 29} C (XH. 
理 查 德 ; 

FHE., cix p EGER. 
Ff HABA false, 


而 县 它们 


邓肯 ， 约翰 ， 


PeopleC- Ø 
GG People 
€ jii € People 
{ 安 迪 ， 约翰} 己 { 约 翰 } 
{ 安 过 ， 约 翰 }S( 安 过 ， 邓 肯 ， 理 查 德 》 
下 面 的 E、 开 的 运用 是 不 合法 的 。 
e C Scu 
DE People 


dé jill C- People 
UE. £g) m 














{ 安 迪 ， A) C (Xo. RH. AB, 
理 但 德 } 

练习 6.3 假设 集合 S= {1，2}, FH 
哪些 陈述 是 合法 的 ? 

l. Ses 

2. SES 

3.1D€S 





6.2 再 论 空 集 


对 于 类 型 集合 论 的 考虑 引发 了 一 些 关于 
空 集 的 重要 问题 。 考 虑 项 他 站 11)， 这 是 门 
的 合法 运用 ， 并且 结果 为 空 集 。 现 在 考虑 
(ANSE) \ Gus. 同样 ,这 也 是 集合 论 运算 
符 的 合法 运用 ， 其 结果 等 于 空 集 。 在 这 两 个 
前 提 下 ， 试问 

CR SEIN CASED NT} 

是 合法 的 吗 ? 答案 当然 是 否定 的 。 尽 管 
gni mis \ {杰克 ;都 是 集合 论 运算 符 
的 合法 运用 , 但是， 陈述 (杰克 }\ {杰克 }) 
门 {1} 不 是 合法 的 。 这 是 内 为 陈述 多 门 {11 和 
{杰克 } \ {杰克 } 的 结果 是 不 同类 型 的 空 集 。 

这 其 中 的 原因 就 是 ， 类 型 集合 论 要 求 不 

只 有 一 个 唯一 的 空 集 ， 而 是 有 许 许多 多 ， 事 
实 上 有 无 穷 多 个 空 集 。 特 别 地 ， 类 型 集合 论 
要 求 每 一 个 类 型 都 有 一 个 相应 的 空 集 。 内 
此 ， 人 的 空 集 和 自然 数 的 空 集 是 不 同 的 。 
者 可 以 和 人 的 集合 进行 运算 HR ten 
自然 数 的 集合 进行 运算 。 然 而 ， 人 的 空 集 不 
能 与 自然 数 的 任意 集合 (包括 自然 数 的 空 集 ) 
进行 运算 。 、 

在 上 上面 的 例子 中 ， 包 和 1) 中 的 空 集 是 
自然 数 的 空 集 ， 而 { 杰 克 }\{ 杰 克 } 的 结果 是 
人 的 空 集 。 BREF RARE DARAN 
者 ， 但 是 可 以 从 上 下 文 判断 出 它们 的 含 
DH. CARE) VIA NERA " 
YET BE fe FPR ATR PRL E sp — e A i ss 
集 与 一 个 含有 自然 数 1 的 集合 的 交集 : RA 
显 类 型 不 匹配 。 
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假设 类 型 Car 有 (福特 ， 法 
拉 利 SCar， 下 面 的 哪些 项 是 有 定义 的 ? 

1. 1! 福特 ,法 拉 利 } 门 {1 ，2) 

2. {福特 ， 法拉利} OS 

3.41, 2168 

t R TEATS UC 


练习 6.4 


2 N3, 4}) 





6.3 集合 描述 


在 第 4 章 ， 我 们 看 到 了 如 何 将 集合 作为 
抽象 的 对 象 来 定义 , 例如， 集合 People fX 


表 了 考 界 上 所 有 人 的 集合 ， 或 者 ， 明 确 地 列 
举 出 集合 的 所 有 成 员 ， 例 如 ， 
Union 二 {英格兰 ， 北 爱尔兰 ， 苏 格 兰 ， 


威尔士 

本 节 ， 我 们 钳 示 使 用 已 有 的 集合 定义 新 
集合 的 方法 ， 这 被 称 为 集合 描述 (set 
comprehension) , 

文 种 集合 描述 的 形式 如 下 。 

{声明 | 谓词 } 

其 中 ， 上 声明 (declaration) 包 括 适 当 类 型 
的 对 象 的 枚 举 ， 而 谓词 (predicate) 则 起 了 一 
个 过 滤器 的 作用 : 保留 所 有 满足 谓词 的 对 
象 ， 而 丢掉 那些 不 满足 谓词 的 对 象 。 

例 6.4 所 有 拥有 移动 电话 的 人 的 集合 
Mobile owners 可 以 定义 如 下 。 

Mobile owners = (pi: People | p 拥有 
移动 电话 ) 
这 里 ， 声 明 p. People 表明 我 们 讨论 的 是 所 
有 的 人 ， 而 谓词 “* 户 拥有 移动 电话 ”表示 只 有 
拥有 移动 电话 的 人 才能 被 包括 在 这 个 集合 
中 。 Li 

846.5 使 用 集合 描述 可 以 如 下 定义 偶 
自然 数 的 集合 。 

even naturals— (n: N | n mod 2 =0} 

一 集合 描述 生成 包含 元 素 0，2，4，6， 
等 等 的 集合 。 

集合 描述 可 以 被 看 成 是 一 台 机 器 ， 声明 














提供 了 输入 ， 而 谓词 检查 每 一 个 输入 是 否 满 
足 相 关 的 性 质 。 例 如 ， 对 于 上 例 ， 机 器 首先 
生成 0， 依 照 标准 对 其 进行 检查 : 0 通过 了 
测试 ， 因 此 被 保留 了 下 来 。 下 一 步 ， 机 器 生 
成 1， 依 照 标准 对 其 进行 检查 : 1 没有 通过 
测试 ， 被 排除 掉 。 下 一 步 ， 机 器 生成 2， 依 
照 标准 对 其 进行 检查 : 2 通过 了 测试 ， 因 此 
被 保留 了 下 来 。 持 续 这 一 过 程 (对 于 此 例 ， 
这 一 过 程 无 限 持续 )。 
练习 6.5 列举 下 列 集合 的 元 素 。 


l.A-—in: N | n«7) 

2.B-—í(n: X i n«10A n mod 3-0) 

3. C— (ni: K | (4X —12) V (6X n—12)) 
4. D- (n; N | n«0) Cl 


练习 6.6 假设 类 型 People fll Car 以 
及 适当 的 谓词 ， 使 用 集合 描述 定义 下 列 
集合 。 

1. 所 有 红 汽 车 的 集合 。 

2. 所 有 素食 者 的 集合 。 

3. 所 有 有 天 窗 的 汽车 的 集合 。 

4. 所 有 富 人 的 集合 。 C] 

诸如 “p 是 富有 的 ”这 样 的 陈述 (目前 ) 当 
然 是 非 形式 的 : 我 们 没有 形式 地 刻画 如 何 用 
数学 的 方式 来 表示 这 样 的 陈述 。 在 随后 的 章 
节 ， 我 们 将 看 到 如 何 使 用 谓词 形式 地 表示 这 
样 的 陈述 。 然 而 ， 这 样 的 半 形 式 的 方法 在 此 
处 已 经 足够 了 。 

在 前 面 的 练习 中 ， 我 们 生成 了 汽车 的 集 
合 和 人 的 集合 。 然 而 ， 在 某 些 情况 下 ， 需 要 
关于 富 人 的 进一步 的 信息 ; 例如， 我 们 可 能 
不 关心 这 些 人 本 身 ， 而 是 关心 他 们 的 地 址 。 
集合 描述 表 记 的 一 个 扩展 使 我 们 能 够 获得 这 
些 信息 。 在 这 样 的 情况 下 ,集合 描述 的 形式 
如 下 。 

{声明 | iis] - S B) 

这 里 ， 对 于 那些 由 声明 所 枚 举 出 的 并 被 谓词 
所 过 滤 的 对 象 ， 项 目 (term) 生 成 一 个 项 。 

806.6 ”如果 我 们 希望 生成 一 个 包含 所 

有 拥有 移动 电话 的 人 的 地 址 的 集合 ， 那 么 这 
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个 集合 的 定义 如 下 。 

Mobile addresses (pi People | p 拥有 
移动 电话 * address p)! Cl 

在 上 上 例 中 ， 我 们 假定 address 是 一 个 以 
人 为 输入 、 以 其 地 址 为 输出 的 运算 。 

例 6.7 所 有 偶 自然 数 的 平方 的 集合 定 
XMF. 

even natural squares ini 
2-05 wi 
ix E HORAE LO. 4. 16. 36. 等 等 。 


“1 | 2 mod 


C] 

FAT EUER IE LG. 第 
- 步 生 成 对 象 ， 第 二 步 过 滤 ， 第 二 步 对 它们 
实施 … 些 操作 ， 并 将 操作 结果 作为 输出 。 央 
此 ， 在 上 例 中 ,声明 生成 数 0，1，2，3， 
4，5， 等 等 。 下 -- 步 (谓词 阶段 ) 过 滤 这 些 
Wl. 0. 2. :4 被 保留 下 来 ， 1、3，5 被 拒绝 ， 
以 此 类 推 。 最 后 ， 集 合 描 述 的 项 目 部 分 把 保 
留 下 来 的 数 作为 输入 ， 经 过 操作 得 到 输出 : 
0 的 平方 等 于 0，2 的 平方 等 于 4，4 的 平方 
等 于 16， 以 此 类 推 。 

练习 6.7 列举 下 列 集合 的 元 素 。 

i. A={n: M | n7 m) 

2. B ini D | n10A n mod 320 * n} 

3. Cin: M | (4X 12») V C6X n 
12) * n div 2! 

4. D ini I! | nO ° n1) 

练习 6.8 假设 类 型 People 和 Car， 使 
镍 集合 描述 定义 下 列 集合 。 对 于 每 种 情况 ， 
必须 假设 存在 相关 的 操作 。 

|. 所 有 红 汽 车 的 注册 号 的 集合 。 

2. 所 有 素食 者 的 年 龄 的 集合 。 

3. 所 有 有 天 窗 的 汽车 的 拥有 者 的 集合 。 

4. 所 有 富 人 的 地 址 的 集合 。 LJ 

iE Andr BE AEA EOE SHA 
- 样 ， 我们 也 许 需 要 更 一 般 地 定义 所 有 汽车 
NAM SWRA, MRE ENB A RE 
的 。 在 这 种 情况 下 ， 需 要 使 用 一 个 不 拒绝 声 
明 所 生成 的 任何 元 素 的 过 滤器 ， 也 就 是 说 ， 




















-个 总 是 成 立 的 谓词 。 当 然 ， 在 数学 诸 言 
有 这 样 的 谓词 : truce, Wik. Paga) En fü 
述 给 出 我 们 需要 的 集合 。 

ic: Car | true + registration(c) | 

在 这 样 的 情形 下 ， 我 们 可 以 自由 地 省 略 
这 种 集合 描述 的 谓词 部 分 ， 央 为 它 对 最 终 的 
结果 并 不 起 任何 作用 : 在 机 器 刻画 中 ， 可 以 
假设 第 二 个 步 又 被 关 掉 了 。 因 此 ， 在 这 个 例 
子 中 ， 也 可 以 定义 

iei Care registration(e)} 

来 得 到 同样 的 结果 。 

例 6.8 所 有 自然 数 的 平方 的 集合 可 以 
定义 如 下 。 





squares— (ni i. * Ww) 
这 一 集合 描述 生成 包含 0，1,4，9，16， 
等 等 的 集合 。 g 

练习 6.9 列举 出 下 列 集合 的 前 九 个 
元 素 。 

1A=(n: l wi 

2. B={n: N en?) 

3.C={n: N * n div 2) 

4.D={n: N entl} O 


练习 6. 10 假设 有 类 型 People Rl Car, 
使 用 集合 描述 定义 下 列 集 合 。 在 每 种 情况 
下 ， 假 定 存在 相关 的 操作 。 

l. 所 有 汽车 注册 号 的 集合 。 

2. 人 的 年 龄 的 集合 。 

3. 汽车 拥有 者 的 集合 。 

4. 所 有 人 的 地 址 的 集合 。 


口 





6.4 特征 组 


正如 可 以 在 集合 描述 中 省 略 谓词 部 分 一 
样 ， 也 可 以 省 略 项 目 部 分 。 事 实 上 ， 在 集合 
描述 的 前 几 个 例子 中 ， 就 没有 使 用 项 目 。 在 
这 些 例子 中 ， 集 合 描述 所 生成 的 元 素 的 类 型 
不 是 由 项 目 部 分 来 决定 的 ， 而 是 由 声明 决定 
的 。 这 一 信息 称 为 集合 描述 的 特征 组 
(characteristic tuple)， 相 当 于 在 这 样 的 集 
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Box 





合 描述 法 中 强加 了 一 个 默认 的 项 目 。 
例如 ， 集 合 描述 
fe: Car | c BACH)? 
和 
les Car | c BAM +c} 
是 完全 相等 的 。 在 这 个 例子 中 ， 特 征 组 是 
c。 作 为 男 一 个 例子 ， 集合 描述 
in: c | n<c7} 
和 
ims de b nem) 
也 是 相等 的 。 在 这 个 例子 中 ， 特 征 组 是 ，。 
至 此 ， 我 们 见 到 的 所 有 特征 组 都 是 简单 
的 。 然 而 ， 当 我 们 在 6.6 3525 ABR JL AC 
时 ， 特 征 组 的 概念 的 实用 性 就 会 显示 出 来 。 





练习 6. 11 给 出 下 列 集合 的 特征 组 。 
l.A— in: EF | n7) 
2. B— Uni N | m<10Am mod 3=0} 
CJ 
6.5 缩写 


有 时 候 在 处 理 自然 数 的 子 集 的 时 候 ， 我 
们 或 许 不 希望 完整 地 写 出 这 个 子 集 的 元 素 ; 
缩写 可 能 会 更 方便 。 解 决 这 个 问题 的 一 个 方 
法 就 是 使 用 “.. ”运算 符 ， 意 思 是 “up to" 
(至 )。 给 定 两 个 自然 数 zx Ay [ET Ly, 
那么 可 以 用 .y 来 表示 包括 zx Ay 在 内 的 
出 现在 zx Ay 之 间 的 所 有 自然 数 的 集合 。 
内 此 ， 例如，1.. 3 表示 集合 {1 ，2 ，3)。 

例 6.9 10 到 20 之 间 的 自然 数 的 集合 
(包括 端点 ) 可 以 写作 10..20。 这 个 集合 等 

(10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 
18, 19, 20} Li 

$46.10 例 4.2 中 的 集合 pool balls 也 
可 以 如 下 定义 。 

pool balls ].. 15 Ci 








C) PA Rene Descartes. 1596 1650) 的 名 字 命 名 。 














in: © | n€0..3) 
当 和 希望 表示 无 限 地 持续 下 去 的 一 系列 数 
字 时 ， 不 写 出 缩写 的 上 边界 。 然 而 ， 在 这 种 
情况 下 ， 明 确 地 给 出 序列 的 前 几 个 数字 来 显 
示 元 素 的 走向 。 因 此 ， 例 如 3，4，5，… 表 
示 从 3 开始 的 所 有 自然 数 的 集合 。 当 然 ， 这 
也 可 以 写成 1 \ {10，1，2} 。 另 一 个 例子 
是 0，2，4，6，8.、… 表 示 偶 自然 数 的 
集合 。 
练习 6.13 完整 地 写 出 下 列 集合 。 
l. {n: 0..10| npE7，8，9，…) 
2. (n1 0..10 | n€ 2, 4, 6, =} 
3. (n: 0..10 | n€ 3, 6. 9, =} 














6.6 FILA 


在 第 4 章 和 本 章 的 前 面 ， 主 要 考虑 了 相 
对 简单 的 集合 。 另 外 ， 我 们 看 到 的 所 有 集合 
论 的 运算 符 都 是 在 相同 的 简单 类 型 的 集合 之 
间 进 行 操作 的 。 然 而 ， 在 现实 中 ， 常 常 需要 
讨论 混合 着 不 同类 型 的 结构 。 例 如 ， 在 数据 
库 中 存在 很 多 不 同类 型 的 对 象 ， 数 据 库 结构 
需要 把 它们 适当 地 组 合 在 一 起 。 由 雇员 的 名 
字 和 薪水 组 成 的 记录 必须 把 不 同 的、 简单 的 
信息 以 及 类 型 信息 组 合 起 来 ， 并 且 在 更 复 
杂 、 更 深入 的 结构 中 存储 相关 的 信息 。 如 果 
要 形式 地 讨论 这 些 对 象 ， 那 么 就 需要 一 种 使 
用 适当 的 方式 来 构造 信息 的 运算 符 。 

把 不 同类 型 的 集合 组 合 起 来 的 集合 论 运 
FF BK AG FL fe i HOF (Cartesian product 
operator), AE RMTES ALB. AM BI 
币 卡 儿 积 记 作 AXB， 定 义 如 下 。 

AXB={a: A; bi Be (a, 6)} 
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这 定义 了 所 有 序 偶 (a. OWES. Hae 
A. b€ B。 本 质 上 上 ， 笛 卡 儿 积 考 上 处 的 是 A 
Pi ACR AB 中 的 所 有 元 素 ， 并 产生 
-个 包含 这 些 匹 素 的 所 有 可 能 的 序 偶 的 
集合 。 
例 6.11 考虑 下 列 集合 。 
Name— 4S. PI 
Age 165. 60} 
jX'B. Name 有 两 个 元 素 : 杰克 和 吉尔 ， 
Age 也 有 两 个 元 素 : 65 和 60。 央 此 ， 杰 克 
Fr AR AT EUR Age 中 的 两 个 元 素 配 对 。 
PEA. TAK ILA NameX Age 是 : 
(OR GE. 650. CAR XE. 600. (吉尔 ， 
650. (FRAK. 600) 
注意 ， 每 个 序 偶 的 第 一 个 元 素 是 第 一 个 
集合 中 的 元 素 ， 序 偶 中 的 第 二 个 元 素 是 第 二 
个 集合 中 的 元 素 。 因 此 ， (RE, RE), 
(65，60) 都 不 是 Name X Age 的 元 素 。 而 
(杰克 ，65) 和 (65， 杰克) 是 不 同 的 对 象 ， 因 
为 我 们 处 理 的 是 序 偶 (ordered pair)。 事 实 
上 ， 这 些 序 偶 具 有 不 同 的 类 型 ; 前 者 是 
NameX Age 的 元 素 ， 后 者 是 Age X Name 
MHIR. 
$016.12. 考虑 下 列 集合 。 
Die={1, 2, 3. 4. 5, 6} 
Coin= (TEM. E B 
这 时 ， 有 
DieX Coin 二 {1(1， 正 面 )，(2, 正面 )， 
(3, EH), (4, 正面 )， 
(5. JEM), (6. EM), 
(1. Ri), (2, Rim). 
(3, RM). (4. Ri), 
(5. RE), (6, E ED) 














另外 ， 有 
CoinX Die ={ CEM. 1), CGE. 2), 
CIE fl. 3). CEH, 4), 
GEB. 5). CEM, 6), 
(反面 ， 1). (RB. 2), 
Ox Hi. 30. (Rf. 4), 


(ROM. 50. (RM. 60) 














练习 6.14 考虑 下 列 集合 。 
A=({0. 1} 
B= tyes, no} 
下 面 的 序 偶 属 于 哪个 笛 卡 儿 积 ? 
1. (0. yes) 
2.01. 0) 
3. (no. yes) 
4. (no, 1) 
9. (no, {yes}) 
6. 











(no. (C1. yes)}) 

练习 6.15 SERA Ac (0. 1} 和 B= 
{yes，no}， 列 举 下 列 集合 的 元 素 。 

LAXA 

2.AXB 

3. BXA 

4. BXB 

5. AXFB 

6.AX gi 

练习 6.16 考虑 集合 A={0，1} 和 B= 
{yes，no}， 对 于 下 列 集合 ， 给 出 它们 的 一 
个 元 素 。 

1l.AX B 

2. AX EB 

3.AXE Ø 

4. (CA) XB 

5. (FA) X CB) 

6. CA) XC? gh) 

7. E (AX B) 

8. = (AXPB) 

9. P CAXF Ø) 

注意 ， 笛 卡 儿 积 的 大 小 是 由 每 个 参与 运 
算 的 集合 的 大 小 决定 的 。 例 如 ， 在 上 面 的 练 
习 中 ，4 和 B 都 有 两 个 元 素 ， 因 此 ,AXB 
的 大 小 为 4: 有 四 种 可 能 的 序 偶 。 下 面 的 规 
则 刻画 了 这 种 关系 。 

规则 6.1 对 于 任意 的 集合 X 和 站 ， 有 
#(XXY)=#XX#Y 
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练习 6.17 下 面 的 集合 有 
ch} & 40. 15 


多 少 个 元 素 ? 
l. ias b. 
2.10. Lt X& tas b. c] 
3. 1a. b. c) X 
da. b. cr X 10. 1} 
ds b. cj X ^ Qj 


6. - C10. D3Xla. b. c) 
7. > Claw by oh XD) 
& € dO, DLX- tas b. c) E] 





正如 从 定义 中 所 看 到 的 那样 ， 笛 卡 儿 积 

HANE 

的 结构 。 例 如 ， 道 过 集合 描述 ， 可 以 用 如 下 
方式 定义 所 有 小 于 3 的 自然 数 序 偶 的 集合 。 


low pairs (m. ni 31; | m«3An« 
3t On. m 

它 生 成 如 下 集合 。 

(00. 00. CO. 1), CO, 2), (1, 0), 
(1, D. CI. 2), (2. 0), (2. D. (2, 2)} 
这 里， 集合 中 的 项 目 部 分 不 是 必要 的 ， 因 为 


这 一 集合 描述 的 特征 组 就 是 (xmx，n)。 不 论 
何 时 ， 当 集合 描述 的 声明 由 两 个 元 素 组 成 且 
没有 项 目 部 分 时 ,特征 组 就 是 相应 类 型 的 一 
个 序 倘 。 在 这 个 例子 中 ， 特 征 组 就 是 类 型 自 
Xa ftp HB. 

作为 第 二 个 例子 ， 下 面 的 集合 描述 有 特 
WEH GI. u), FEA nE Name, a€ Age, 
in: Names ai Age | n — NormanVa 
=31} 
这 里 ， 声 明 的 顺序 是 十 分 重要 的 ,下面 集合 
撒 述 的 特征 组 就 不 是 (wy，a) 而 是 (4， n), 
las Ages n: Name | n — NormanNVa 
= 31} 
上 面 的 声明 给 出 一 个 对 声明 的 统一 约 
定 。 本 书 中 将 -一直 使 用 这 种 约定 不 同类 型 
的 对 象 的 声明 之 间 必 须 用 分 号 分 陋 . 然而 ， 
相同 类 型 的 对 象 的 声明 之 间 用 逗号 分 隔 即 可 
(就 如 在 low pairs 的 定义 中 所 看 到 的 那 
样 )。 事 实 上 ， 在 这 样 的 场合 使 用 还 号 是 一 种 
简写 ， 也 可 以 等 价 地 如 下 定义 low pairs, 


low pairs imi l; ni i. | m<3An 


«35:02. n)} 














练习 6.18 确定 下 列 集合 描述 的 特 
征 组 。 

lin: Td | ps 

2. Un. nz H i pj 

3.4m; U XT ;n: 5 | p) 


练习 6.19 已 知 集合 Girls 和 Boys 定 
义 如 下 。 
Girls UE. MIR., SEES 
Boys= (ia Ek. £388) 
列举 下 列 集合 的 元 素 。 
l. (b: Boys; g: Girls} 
. dg: Girls; bi Boys} 
. (b. c: Boys} 
. l6. ci Boys | bxc 
. 4b: Boys * (b, by} 
{ Girls * bj 
. ib: Boys; gi Girls | 5 二 约翰 } 
lb: Boys; gi Girls | b £988 + g? 


b: Boys; g: 


Oo N O C! 4 co N 














因为 笛 卡 狠 积 本 身 就 是 集合 ( 序 偶 的 集 
合 ) ， 所 以 我 们 之 前 见 到 的 所 有 集合 论 的 运 
算 符 都 同样 适用 于 笛 卡 儿 积 例如， 

(ORE, 65), CEAR. 60) TRE, 
65), (杰克 ，60), (H/R, 65). (吉尔 ，60)) 
是 合法 的 陈述 ， 并且 ， 它 是 真 的 。 

练习 6.20 下 面 哪个 “\ "的 运用 是 合 
法 的 ? 

LCG XN)\ (3, 4) 

2. CS XN)\ {3, 43 

3.0 XN)\{(3, 4)} 

4. C (X XN))\{(3, 40) 

8. CF CX X HOO N (OG, 1 m 





练习 6.21 给 出 下 列 U、 门 、x 的 
结果 。 

1. C00. 1, N1, 2. 3)0 X12, 3} 

2.€00. 1, 22U 11. 2. 30 X12. 33 

3.000, 1, 2) \ (1. 2, 30 X12, 3319 
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SU A Auk. 我 们 把 笛 卡 儿 积 局 限于 序 
偶 的 生成 。 然 而 ,第 卡 儿 积 的 应 用 更 加 广 
iz 我 们 可 以 用 它 来 定义 一 元 组 、 四 元 
组 、 五 元 组 。 事 实 上 ， 对 于 任意 的 ET， 
nT ELATI E JLEUE XX, n 702. Ob. AL 
WISIS. FERRE oct. CR 
fü. W^. 

$16.13. 考虑 … 个 存储 姓名 、 年 龄 和 
电子 邮件 地 址 的 数据 库 ， 其 中 姓 和 名、 年 龄 和 
电子 邮件 地 址 分 别 为 类 型 Name, Age, 
Email, “FAY fA FEJLER- CA. 

Name X Age X Email 

(Bt. Name. Age, 
如 下 。 


Name {> 


Email 的 定义 


BG. TEAK} 

人 pe 一 160，65 

Email = {jack @ the hill. com. jill @ 

the hill. com} 

那么 ， 这 个 笠 卡 儿 积 的 一 个 代表 是 (杰克 ， 
65, Jack(Zthe hill. com), 

正如 第 卡 儿 积 中 的 顺序 非常 重要 一 样 ， 
括 导 也 同样 重要 。 币 卡 儿 积 Name X Age X 
Email 产后 一 个 二 元 组 ;而 笛 卡 儿 积 Name 
X (Age X Email) f° 4 — AFB., Ah, 4 
FABRIS SB — ^ REE Name 的 成 员 ， 而 第 
-个 成 分 是 Age X Email 类 型 的 序 偶 。 例 
如 ，( 杰 克 ，(65，jack@the_hill. com ) ) 是 
NameX (Age X Email) MICE. 

练习 6.22 假设 有 集合 Name. Age 和 
Email 则 上， 列举 出 下 列 集合 的 元 素 。 

l. Name X Age X Email 

2. Name X (Age X Email) 

3. (Name X Age) X Email 

£& 2J 6.23 假设 有 集合 Name, Age 和 
Email 同上 ， 列 举 出 下 列 集合 的 元 素 。 


as D. ci 


























Age; 
n. ny} 
| m= A H+ Om. 


n: Name * (n, 


w Ww _ 


Name 


On, n))} 


4. Un» n: Name * (Om. n), (m, n))} 
9. ias: Age X Email} 
6. tia; Age; n: Name; e; Email | a 
=65 An=AG + (On. a. e)) [] 
至 此 ， 我 们 学 习 了 如 何 利用 已 有 的 集合 
通过 第 卡 儿 积 来 构造 新 的 集合 。 然 而 ， 有 时 
候 ， 我 们 希望 做 相反 的 工作 ， 也 就 是 说 ， 给 
定 一 个 序 偶 的 集合 ， 只 考虑 每 个 序 偶 的 第 一 
个 成 分 。 可 以 通过 成 分 
selection) 来 达到 这 一 目的 。 
例 6.14 假设 (杰克 ，65，jack@the 
hill. com) Æ fff -E JL fH. Name X Age X Email 
9 一 个 元 素 ， 并 且 希 望 得 到 杰克 的 年 龄 ， 即 
三 元 组 的 第 二 个 成 分 。 为 了 得 到 多 元 组 的 一 
个 成 分 ， 用 一 个 点 号 来 标识 我 们 考虑 的 成 分 
的 位 置 。 例 如 ， 成 分 筛选 (杰克 ，65，jack 
(the hill. com). 2 表示 我 们 关心 的 是 这 个 
一 元 组 的 第 二 个 成 分 。 因 此 ， 有 
(AGE, 65, jack(Zthe hill. com). 2—65 
另外 ， 也 可 以 得 到 如 下 结果 。 
CAGE. 65. jack@the hill. com). 1 
二 杰克 
(杰克 ，65，jack@the_hill com). 3 
—jack(Zthe hill. com g 
例 6.15 考虑 下 列 集合 描述 。 
ix: NameX AgeX Email * x. 1] 
这 里 ， 集 合 描述 的 声明 部 分 生成 了 相应 类 型 
的 所 有 三 元 组 ， 而 项 目 部 分 把 每 个 二 元 组 的 
一 个 成 分 提取 出 来 。 因 此 ， 这 个 集合 等 于 
{杰克 . A}. C] 
练习 6.24 计算 下 列 集合 。 
1.( 爱 米 丽 ， 金 鱼 ). 1 
2. ( 爱 米 丽 ， 人 金色).2 
3. (邓肯 ，( 格 比尔 ， 红 色 )). 1 
4 
5. 





ji 选 (component 








《邓肯 ，( 格 比尔 ， 红 色 )).2 
(( 爱 米 丽 ， 金鱼 )， OB. MEL 
尔 )).1 
6. (CK AN. 
IY). 2 


金鱼 ). (邓肯 ， 格 比 
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7. CCXCOK WW. 4 f80. OBR. 格 比 
49.1.2 t] 
练习 6.25 假设 集合 Girls fll Boys XE 


义 如 下 。 
Girs = {RX KIRK. ZW 
Boys= (WIR. 2588) 
列举 下 列 集 合 的 元 素 。 
|l. Gri. Boys Girls © x. 11 
2. Ur: Girls X Boys * x. 1j 
ia: Girls X Boys | x. 2— Mi EAR) 
Qr: Girls X Boys | x. 2— iB WEAK ° 


5. [ri Girls X Boys | x. 2 = Mi FEM ° 
3.21 C] 





6.7 公理 定义 
到 此 为 止 ， 我 们 已 经 讨论 了 定义 集合 的 许 
多 方法 ， 有 时 仅仅 使 用 名 字 作 为 抽象 的 对 象 就 
HAT: 有 时 通过 列举 它们 的 所 有 元 素 用 外 延 
法 定义 一 个 集合 ; 而 有 时 ,使 用 集合 描述 就 足 
够 了 ， 在 后 面 的 关系 、 丽 数 和 序列 各 章 所 遇 到 
结构 也 都 能 够 通过 集合 描述 来 定义 ， 正 如 我 
们 将 会 看 到 的 那样 ， 这 些 结构 都 是 以 集合 的 概 
念 为 基础 的 。 然 而 ， 通 常 ， 特 别 是 在 处 理 复杂 
结构 时 ， 当 必须 提供 复杂 系统 的 数学 公式 时 ， 
集合 描述 是 把 对 象 转化 成 描述 的 一 种 特别 繁杂 
的 方法 。 另 外 ， 在 某 些 情况 下 ， 声 明 是 不 能 够 
使 用 集合 描述 来 完成 的 。 

为 此 ， 我们 介绍 公理 定义 (axiomatic 
definition) 的 概念 。 公 理 定义 的 形式 与 集合 
描述 的 形式 -- 样 ， 具 有 一 个 声明 部 分 和 一 个 
谓词 部 分 但 是 没有 项 目 部 分 。 事 实 上 ， 可 
以 在 公理 定义 的 谓词 部 分 使 用 集合 描述 ， 但 
是 ， 反 过 来 是 不 行 的 。 

公理 定义 的 结构 如 下 所 示 。 


”志明 
谓词 





声明 部 分 提供 被 声明 的 对 象 的 名 字 和 类 
型 ， 而 谓词 部 分 说 明 对 象 必须 满足 的 性 质 。 

例 6.16 下 面 的 公理 定义 引入 了 自然 数 
的 一 个 集合 X， 使 得 X 至 少 含有 3 个 元 素 。 





4+ X23 














公理 定义 的 日 的 就 是 把 对 象 带 入 (转化 
成 ) 数 学 描述 ; 我 们 将 在 第 14 章 看 到 它 的 重 
要 性 ， 在 那里 将 描述 一 些 实例 ， 并 对 它们 进 
行 推 理 。 

注意 ， 公 理 定义 比 集合 描述 灵活 了 许多 ， 
后 者 明确 地 指出 一 个 元 素 是 所 讨论 集合 的 成 
员 的 条 件 ， 而 公理 定义 只 是 简单 地 说 明 X 是 
自然 数 的 一 个 集 ， 并 且 在 X 中 至 少 有 三 个 元 
素 ， 它 并 没有 定义 这 些 元 素 的 实际 值 。 

当然 ， 公 理 定义 并 不 一 定 如 此 松散 : 可 
以 明确 地 指出 是 什么 构成 了 X: 下 面 是 X 
的 更 严格 的 定义 。 


| XE 
| X={17, 19, 23) 





我 们 再 来 看 看 另 一 个 极端 的 例子 ， 可 以 
将 谓词 部 分 完全 省 略 ， 从 而 简单 地 引 人 自 然 
数 的 一 个 集合 X. 

IX: PN 
这 里 ， 和 集合 描述 的 情况 一 样 ， 默 认 的 谓词 
是 true。 

练习 6.26 对 于 下 面 的 公理 定义 ， 给 
出 被 声明 的 对 象 的 值 。 
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练习 6. 27 MAEL ELFA 
集合 
L I ASIA 
2 X 的 类 型 为 - 
ZW HE AS eL O0, 
3. X WSR XL. X 中 的 每 一 个 
序 借 的 第 一 个 成 分 不 等 于 第 二 个 成 分 。 g 


， 值 为 42。 
XBR -AI 


6.8 附加 练习 


练习 6.28 假设 有 类 型 Dog 和 适当 的 
齐 问 ， 使 用 集合 撒 述 定义 下 列 集 合 。 

|. WIS AF AY Fay AY i 
2. 受过 良好 训练 的 狗 的 集合 。 

3. 小 狗 的 集合 。 

A. 昭 觉 好 且 受 过 良好 训练 的 狗 的 集合 。 

5. 隐 觉 好 、 受 过 良好 训练 的 小 狗 的 
集合 

练习 6.29 
DAS HIST 
描述 定义 下 列 

1. nar RAM 良好 训练 的 狗 的 年 龄 
的 集合 。 

2. 了 咒 沉 好 且 受 过 良好 训练 的 狗 的 主人 
的 集合 。 

3. 限 觉 好 且 
的 地 址 的 集合 。 

练习 6.30 假设 有 类 型 Dog, Person 
Al Age. 以 及 适当 的 谓词 和 运算 .使 用 集合 
描述 定义 下 列 集 合 。 

t. 类 型 Dog X Person 的 所 有 序 偶 的 
集合 

2. A Dog X Person 的 满足 4 是 小 狗 

p iG d 的 所 有 序 偶 (4d，p) 的 集合 。 


[ev] 


假设 有 类 型 Dog 和 
f. 使 用 集合 


Person. 


受过 良好 训练 的 狗 的 主人 


3. 类 型 Dog X Person 的 满足 d 是 小 狗 、 
p ÆDER p HA d 的 所 有 序 偶 (d，P) 的 
EA. 

.类 型 Dog X Age 的 满足 d 是 嗅觉 
BALL RA EG EORR. 
OWES. 

5. 类 型 (Dog X Age) X (Person X Age) 
的 满足 a 是 d 的 年 龄 ，a; 是 p 的 年 龄 .pp 


拥有 d BTE HE FH. ad, Op. e E 
T: 
练习 6.31 给 定 下 列 集合 。 


D = {( fido. ken). (spot, barry), 
(barker, nigel). david) } 
使 用 D. SE Gr RR A aM OP OF DERE E MF NU 
集合 。 


. fido, spot, barker, 


(lassie, 


l lassie} 
2. (ken, barry, nigel, david} 
3. {CC fido, ken). ken). 
barry), barry), ((barker, nigel), nigel), 
(Classie. david). (david) } 
4. {( ken. fido). 
(nigel, barker), (david. 
练习 6.32 列举 下 列 集合 的 元 素 。 
l.(n:; © | n221A n) 
Qin; © | nDl1AmncAcW) 
Ui; S | n>lAn<4- 


So] mtn=4} 


CC spot, 


( barry, spot), 


lassie) } 


N 


Gi, n)} 


im, n: 


ol e w 


I. | mon-—4-*n) 


使 用 集合 描述 定义 下 列 


{mts n: 
练习 6.33 
1. 0 5j 100 间 ( 包 括 端点 ) 的 自然 数 的 
集合 。 
2. 偶 整 数 的 集合 。 
3 联合国 成 员 国 的 集合 
£& 5] 6.34 
L 使 用 集合 描述 定义 集合 A=11, 2}, 
2. 使 用 集合 描述 定义 集合 B—12. 33, 
3. 使 用 集合 描述 定义 集合 id = {(1， 
1), (2, 2), (3, 3), (4. 4)}, 
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4. 使 用 和 集合 描述 定义 集合 double = 
{(1, 2). (2, 4). GB, 6), (4, 8), 

练习 6.35 Xx 满足 结合 律 吗 ? 

练习 6.36 XX 满足 交换 律 吗 ? 

练习 6.37 o REM gan 

练习 6.38 证 明 下 式 成 立 。 

AX(BUO=(AXB)U(AXO) 

练习 6.39 证 明 下 式 成 立 。 

(ANB) XC=(AXOON(BXC) 

练习 6.40 给 定 集合 C 如 下 所 示 。 

C= (CB. no, 14), (BK. yes, 
64), (FFE. yes. 29)} 
计算 下 列 集 合 。 

l. ie: C ] e. 27 yes) 

2.le: C | e. 27 yes A c. 3— 14) 

3.16: C | e. 27 no*c.3) 


练习 6.41 下 列 集合 中 哪些 等 于 空 集 ? 


l. ini i | n0) 
2. tni E. | nsén} 
3.(ni V | nmn 1) 
4. (nx. V | nszn—1) 


练习 6.42. 给 定 集合 People= (UL 3&, 
劳 拉 ， 简 },， 使 用 公理 定义 来 定义 下 列 
People 的 子 集 。 

|l. 集合 A: 只 包含 贝 基 和 劳 拉 的 集合 。 

2. RAB: 车 B 非 空 则 它 -… 定 包含 简 。 

3. RAC: 若 简 在 该 集合 出 现 ， 那 么 
劳 拉 也 一 定 出 现 。 

4. 集合 D: 序 偶 的 非 空 集合 。 

5. 集合 下: 包含 元 素 ( 劳 拉 ， 简 ) 的 序 
偶 的 集合 。 

6. RE Fi: 只 有 贝 基 可 能 出 现在 第 一 
个 成 分 的 序 偶 的 集合 。 


6.9 练习 解答 


6.1 1, 4, 6 是 门 的 合法 运用 。 
6.2 2. 4 是 站 的 合法 运用 。 


6.3 2.4. 5, 7. 9 是 E 或 所 的 合法 运用 。 
6.4 2 和 3 有 定义 、1 和 :4 来 定 义 。 


6.5 

1.A—10. 1. 2. 3. 4. 5. 6) 

2. B={0, 3. 6. 9) 

3.C-—12. 3} 

4. D f 
6.6 

|. te: Car | c #21 EI) 

2. (pi People | p GE 

3. fc; Car | c ARB} 

4. (pi People | p Eg AS 
6.7 

1. A7 (0, 1. 4. 9. 16, 25. 36) 

2. B—10. 3. 6. 9} 

3. C— (1 

4. D= Ø 
6.8 

I. ic: Car | c ESL AAA + registration(e)} 

2. ip: People| p E EUM * age(p)} 

3. lei Car | c RA * owner(c)> 

4. ip: People | p TÉ A * addressC po! 
6.9 

1.A-—10. 1. 4. 9. 16. 25. 36. 49, 
64. +e 

2.B = (0, 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7 
8, 

3.C = (0, 0. 1. 1. 2. 2. 3, 3, 
4, 

4.D — 11. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8, 
9, 
6. 10 

l. de: Car registration(c)} 

2. ipi People * ageCp)) 

3. iei Car * owner(c)} 

4. ip: People * addressCp)) 
6.11 

lin 

2.m 
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6.12 1. 3K2=6 
1.10, 1, 2, 3, 4, 5} 2. 2X3=6 
2. (11 3. 3X0=0 
3. (4. 5} 4. 3X2?=12 
4.10. 1. 2, 3) 5. 3x2? —3 

6. 13 6. 25-64 
1.17. 8, 9, 10; 7. 222] 
2.12. 4. 6. 8. 10} 8. 2 = 2 
3.13, 6, 9j 6. 18 

6. 14 l.n 
l. AXB 2. Gn, n) 
2. AXA 3. On, n) 
3. BXB 6. 19 
4. BXA l. (GEER. CK WD. GR EAR. HI 


5. BX- B 

6. BX. (AXB) 
6. 15 

1. 10, 0), (0, 1), (1, 0), C1, DJ 

2. (CO. yes), (0, no), (1, yes), 
(1. no); 

3. iCyes, 0), (yes, 1), (no, 0), 
(no. 1); 

4. iCyes, yes), (yes, no), (no; 
yes). (no, no)} 

5.10, Z), (0, (yes). (0. {no)), 
(0. {yes, noj). (1, Ø), (1, {yes}), 
(1, inor), (l, {yes. no})} 

6. e 
6. 16 

1. (0, yes) 

2. (0. {yes}) 

3.0. Ø) 


| 
i 
10}, 2D 
7. ((0, yes)} 
& (CO. tyes})} 
9. ((0, By 
6.17 


WA. GRE. HO. (约翰 ， 爱 米 丽 )， 
(约翰 ， 拉 切 尔 )，( 约 翰 ， 安 娜 )} 

2. (CHX. WIN), (BKM. £4 
D. GAIR., WER), (AUR, AA). 
(安娜 ， 迈 克 尔 ) ，( 安 娜 ， 约 翰 )) 

3. (GEW. RR). GEER, £8 
88). CERE. WK). (4B. £95) 

4. (GEAR, 48), 498. THIRD) 

9. (GR FR. RR), (4B, 4 
翰 )} 

6. BHR, HR? 

7. (CHR, BKM). (A, Hy 
尔 )，( 约 翰 ， 安 娜 )} 

8. (AXK, MIR. ZR 
6.20 3 和 5 的“\“" 的 运用 是 合法 的 ， 其 他 
都 是 不 合法 的 。 

6.21 

1. (1. 2), Gd, 3), (2, 2, (2, 3)} 

2.{(0, 2), (0. 3). (1, 2), G, 3), 
(2, 2), (2, 3). (3, 2), (3, 3)3 

3. {(0, 2), (0. 3)} 

6. 22 

l. {CAS $E. 60. jack @ the. hill. com), 
(ASHE, 60, jill@the hill. com), (AH. 65, 
jack( the_hill. com), (R, 65. jill@the_ 
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hill. com). GFK. 60. jack@the_ hill. com), 
CH. 60. jill@the_ hill. com), (H/K. 65, 
jack@the_ hill. com). (C/R. 65. jill@the_ 
hill. com) } 

2. {CA 3E. (60. jack @ the hill. com ) ) ， 
(AS FE, (60. jill @ the. hill. com). CH HE. 
(65. jack@the_hill.com)), (ZR 9E. (65. 
jllQthe hill com))，( 吉 尔 ，(60，jack @ 
the hill. com)), (H A. (60, jill @ the_ 
hill. com)», € # ZR. (65. jack @ the _ 
hill. com)». CHER. (65, jill@the hill. com))} 

3. (CCA 9E. 60), jack(Z the. hill. com), 
(CR 9E. 60), jill the hill. com). (CIS X. 
65), jack(Zthe hill. com), ((2R3E. 65), jill 
@the_hill. com), (CE 2R. 60). jack@ the 
hill. com), (CFF, 60). jill@the_hill. com). 
(CHK. 65), jack@the_ hill. com), (CE /R, 
65), jill@the_hill. com)? 

6. 23 

l. {(60, 60, 60), (60, 60, 65), 
(60, 65. 60), (60, 65, 65), (65, 60, 
60), (65, 60, 65), (65. 65, 60). (65, 
65. 65)} 

2. COR SE, ARSE. RA), CHA. # 
AR. PEARY} 

3. (CR 52, CASE. TR EDO. (杰克 ， 
(杰克 ， 吉 和 尔 ))) 

4. URE, RE). (杰克 ， 杰 克 ))， 
(USE. SAO. (RE. ARD. CHR, 
杰克 )，( 吉 尔 ， 杰 克 ))，(( 吉 尔 ， 吉 尔 )， 
CHAIRS EAR 

9. (C60, jack @ the hill. com), (60, 
jill & the hill. com), (65, jack @ the. 
hill. com), (65, jillthe hill. com)! 

6. (OR 9E. 65, jack(2the hill. com), 
C3. 65. jill@the hill. com?) 

6. 24 
l. 爱 米 丽 
2. 金鱼 


3. 邓肯 
4. ( 格 比尔 ， 红 色 ) 
5. ( 爱 米 丽 ， 人 金鱼 ) 
6. OBB. FEAR) 
7. 金鱼 


1l. OH. £988) 

2. ! 爱 米 丽 ， 拉 切 尔 ， 安 娜 } 

3. (CO Bj. WRK). HOR. 3H 
FEN), CMB, EGER} 











4. (SKA, HLT AK. IH) 

5. (WE EMR } 
6. 26 

]..r—0 

2. r- gl 

3. 7=(3, 3) 
6.27 

l. 

2. 

3. 

| ry} 

6. 28 

lL. id: Dog | d DASE} 

2. idi Dog | d 受过 良好 的 训练 } 

3. (di Dog | d 是 小 狗 } 

4. (d: Dog | d 嗅觉 好 Ad 受过 良好 的 
训练 } 

5. (id: Dog | d 嗅觉 好 Ad 受过 良好 的 





训练 Ad 是 小 狗 } 





类 型 集合 论 
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6. 29 

l. id: Dog: 
Wl * ageld)? 

2. td: Dogs p: Person | d 嗅觉 好 人 
d NOMEN BE d * p 

3. fd: Dogs pi Person | d 嗅觉 好 入 
d 受过 良好 的 训练 Ap 拥 有 d + address( p)} 
6. 30 

l. idi Dogs p: 

2. idi Dog: pi 
p d d, 

3. id: Dog; pi 
p EIZA p HAT a! 

4. id: Dog: p: Person 
p AM d.d, age(p))} 

5. idi Dog; pi 
Cd. ugeld)), Cp. 
6. 31 

lid: De*d.li 

2. id: D*d.21 

3.1d&. D* Cd. d. 2)] 

A. ids De Xd. 2, d. 1) 


d WR HEE Ad 受过 良好 的 


Person! 
Person | d 是 小 狗 A 
是 小 狗 A 


Person 


d 嗅觉 好 入 





p HA d. 


Person 


age(p)))} 


6. 32 

1.42. 3) 

2.14. 97 

3.102. 2), (3, 3)} 

4. 1€0. 49. C1, 3), (2, 2), (3, 1), 
(4. 0) 

5.10. 1. 2. 3. 4j 
6. 33 

ln; 7d | n100} 

2. 10i . | n mod 2=0} 

3.16: Country | cc 是 联合 国 成 员 国 } 
6. 34 

1. Ain; fb) | a0 An<3} 

2. Bein: 1 [nl An<4} 

3. dd in In 0Anz5* Os, mi 

1. double ini J | n220 A n5 * (n, 
nx 2)| 


6.35 不 满足 结合 律 。 考 虑 集合 A= 
2i. B= {a M CSi. frat. A 
AX(BXO©O =a: A; d: BXC* (a, d)} 
={a: A; b: B; c: C * Ca. (b, c))} 
={(1, (a, BR), (2, (a, WD)? 
(AXB)XC=id:; AXB; ci C* (d. ©} 
={u: A; b: B; ci C * ((a, bs ©} 
=; ((1, a), EO. (C2. a), HD)? 
这 里 ， 集 合 AX(BXC) 与 (AXB)XC 不 相 
a, (AL. X< AAA E 
6.36 不 满足 交换 律 。 £f A- 
Hm Bia). FE. H 
AXB —ia; Ai b: B* (a, b)? 
—i((1. a), (2. a2] 
BXA =(6; Bi a: A* (b, a)? 
={(a. 1). (a. 2)} 
RE, RA AXBABXA ABS. Alt, 
XxX 不 满足 交换 律 。 
6.37 TERGA. c 
在 此 ， 有 
AXA lai; A; b: A* Ca, b) 
=i(1, D. (1,2. (2, D. (2, 25 
这 里 ,集合 A 与 4XA 不 相等 。 因 此 ，X 
T^ RE EY 
6.38 设 有 相应 类 型 的 序 偶 (rz，y)。 有 
(xr, WEAX(BUC) 
SIEAAyEBUC 
SIEAA(yEBVyEC) 
(rEAAyEB)V (rEAAyEC) 
Slr. y CAXBV (Ge. WEAXC 
er, 3)€C(CAX B)UCAXO 
6.39 RAMA FRC. y. 
Gr. PECAN BO XC 
eCrEANBAvEC 
mrE ANTE BAYEC 
SrEAArEBAyECAyEC 
SrE ANVECALEBAYEC 
Sr, y CAXCAG , WEBXC 
Sr, WECAXONCBXO) 


| 


{1, 2) 


考虑 集合 A=(1, 23, 








a 

Ro 

I 
心 


. , yes, 64), (EW, yes, 29) 
， yes 《吉姆 ，yes ! D : People X People 
D 


3. (14) 
6.4] 它们 全 与 空 集 相 等 。 
6. 42 
] E : PeopleX People 
Git. DEE 


A : 7 People 


ont 


o» 






F : People X People 

F=Ø 

V 

FC{p: PeopleX People | p. 1— Sl} 


2. 


B : 2 People 
B+ Ø> EB 


3. 


C : 2 People 
简 €EC=> 劳 拉 EC 





第 7 章 


量词 的 需 


身 值 表 是 一 种 相当 邻 人 满意 的 方法 , C 
能 够 确切 地 决定 由 少量 原子 命题 组 成 的 命题 
的 鼻 假 性 。 然 而， 正如 我 们 看 到 的 那样 ， 当 
命题 中 原子 命题 的 数目 超过 4 的 时 候 ， 命 题 
的 真 值 丧 的 构建 过 程 就 会 变 得 相当 复杂 。 例 
如 ,命题 (pV 一 g) A (xrV 3s) 的 真 值 表 有 16 
行 。 市 命题 (pV 一 g) A (rV:s)A 人 A 一 1 的 真 值 
表 有 32 行 (回顾 -下 ， 由 个 原子 命题 组 成 
的 命题 的 真 值 表 有 2" 行 )。 

另外 ， 假 设 我 们 想 要 使 用 命题 逻辑 对 陈 
述 "45 是 素数 ,或 者 46 是 素数 ， 或 者 47 是 
素数 ,或 者 48 是 素数 ， 等 等 ”公式 化 。 

假设 存在 关系 prime 使 得 prime (zx) 为 
BOM Eb 是 一 个 素数 。 这 时 ， 可 以 
通过 命题 逻 纤 如 下 表示 这 一 陈述 。 

primeCA5) V prime(46) V prime(47) V 
prime(AB8) V … 

我 们 可 能 需要 一 个 非常 大 的 真 值 表 来 决 
定 这 个 陈述 的 真 假 性 。 这 里 ， 问 题 不 在 于 真 
值 表 .市 在 于 命题 逻辑 本 身 ， 无 法 使 用 命题 
四 辑 来 形式 地 写 出 这 样 的 命题 ， 更 何况 讨论 
它 的 自 假 性 (即便 我 们 知道 这 个 陈述 是 真 
的 )。 央 此 ， 才 要 一 种 表示 这 种 陈述 的 更 简 
洁 的 方法 ; 谓词 遇 辑 (predicate logic) 为 我 
们 提供 了 这 样 的 方法 。 


7.1 


7.2 全 称 量 词 


i: WRAL 4 章 看 到 的 那样 ， 门 是 mn 

的 个 广义 形式 。 类 似 地 ， 这 里 的 第 一 个 谓 
iig ftis TTE 全 称 量词 VY 是 合 取 (人 ) 的 
-种 广义 形式 。 全 称 量 词 使 得 我 们 可 以 刻画 


iB i 39 i8 


“对 于 所 有 "或 者 "对 于 每 一 个 "这 种 形式 的 合 
题 。 例 如 ， 陈 述 “ 每 一 个 自然 数 都 大 于 或 者 
等 于 零 " 可 以 如 下 形式 地 表示 。 
Yn: N + n2Z20 
这 -一 形式 的 一 个 量化 (quantified) 陈述 
由 三 个 部 分 组 成 : 量词 (quantifier) (在 这 里 
是 全 称 量词 V ); 量化 变 元 (quantification )， 
它 描述 陈述 所 关心 的 变 元 和 变 元 类 型 ;谓词 
(predicate)， 它 通常 是 关于 量化 变 元 的 陈 
述 。 因 此 ， 至 少 在 目前 可 以 认为 每 个 谓词 逻 
辑 的 陈述 有 如 下 形式 。 
quantifier quantification * predicate 
当然 ， 上 面 的 陈述 逻辑 等 值 于 下 面 的 合 
坡 式 (而 且 更 加 简洁 )。 
(0 之 0) A (12200 A C2220) A (32200 A 
与 集合 论 中 的 声明 一 样 ， 我们 不 局 限于 
只 声明 一 个 变 元 。 例 如 ， 下面 的 谓词 表示 ， 
给 定 两 个 自然 数 m 和 nn， 总 是 有 或 者 mn, 
RA m=n, RA omn. 
Vm., n: N * m<nVm=nVm>n 
注意 ， 这 里 对 声明 的 约定 与 第 6 章 的 约 
定 是 一 致 的 ， 上 面 的 谓词 命题 可 以 等 价 地 写 
成 如 下 形式 。 
Vm: N; ni N + m«nV m—nV mn 
下 面 的 写法 也 是 正确 的 。 
Ym: He Yn: Noe m«nVm-—nV mn 
另外 ， 下 面 的 写法 也 是 正确 的 。 
Vn: toe Vm: N * mnVm-—nVm»n 
此 外 ， 我 们 不 局 限于 量化 一 种 类 型 的 变 
元 。 下 面 的 全 称 量化 的 陈述 表明 小 狗 和 小 孩 
间 的 某 种 关系 。 
V p: Peoples di Dog * p 是 小 孩 人 pp 
拥有 d>d 是 小 狗 
练习 7.1 用 自然 语言 说 明 下 列 陈 述 的 
含义 。 





m 


HT 





d 嗅觉 好 
受过 良好 的 训练 Vd 


l. Vd: Dogs 
2. Vd: Dog * (d 


是 小 狗 ) 
3.C(V di Dog * d 受过 良好 的 训练 ) V 
(Wd: Dog * d 是 小 狗 ) 


4. Yd: Dog * (d 是 小 狗 过 >d 受过 良好 
的 训练 ) 

5. CVdi Dog + d 是 小 狗 ) 一 (Vd: 
Doy + d 受过 良好 的 训练 ) t] 

练习 7.2 考虑 练习 7. 1 中 的 陈述 4 和 
5， 它 们 是 否 逻 辑 等 值 ? 证 明 你 的 结论 。 

练习 7.3 假设 有 和 集合 People, FAX 
-一 £f amu" 喜欢 住 发 蛋糕 ”和 “是 素食 
者 "， 运 用 谓词 逻辑 公式 化 下 列 陈述 。 

1.“ 每 个 人 都 喜欢 佳 发 蛋糕 。" 

2.“ 所 有 的 素食 者 都 不 喜欢 佳 发 蛋糕 .” 
3.“ 每 个 人 都 或 者 喜欢 佳 发 蛋糕 或 者 是 














4.“ 或 者 每 个 人 都 喜欢 佳 发 蛋糕 或 者 每 


TARBEERSC 
5.“ 每 个 人 都 喜欢 佳 发 蛋糕 且 是 素 
6.“ 每 个 人 都 喜欢 佳 发 蛋糕 且 每 个 人 都 
RES C 


练习 7.4 考虑 练习 7. 3 的 陈述 3 和 4， 
Eli ae SA? 证 明 你 的 结论 。 口 
注意 ， 在 上 面 的 练习 中 ， 尽 管 陈述 3 并 
不 逻辑 等 值 于 陈述 4， 但 是 陈述 4 AA 
陈述 3。 这 一 事实 可 以 一 般 地 表述 如 下 。 
规则 7. 1 
(Vui; X» 
(Vr: X* pVq L] 
9017.1 下 面 的 陈述 对 人 的 给 定 集合 
成 立 。 
(CV pi; Persons p 是 高 个 子 )V CV pi 
b RAED => V p: Person * p 是 高 
TF V p 强壮 ) LJ 
练习 7.5 考虑 练习 7. 3 中 的 陈述 5 和 
o. ENE ABSA? 证 明 你 的 结论 。 G 





PIV (Yr: X， 9g))= 


[] 





Person * 





上 面 的 逻辑 等 值 可 以 -- 般 地 表述 如 下 。 

规则 7. 2 

(Var X* pAgeccVa: X * poA 
(Vx: X。d)) O 

例 7.2 下 面 的 陈述 对 人 的 给 定 集合 
成 立 。 

(CV p: Person + 





PP 是 高 个 子 ) A 人 (VY p: 
Pp 强壮 ))(Yp: Persons p 是 高 
un 强壮 ) 口 

一 等 值 式 成 立 的 原 内 是 ,全 称 量词 充 
MZ wn aR Gia conjunction) 的 角色 。 
回想 一 下 ， 当 我 们 通过 合 取 运算 符 把 命题 连 
接 起 来 的 时 候 ， 组 成 合 取 式 的 各 命题 的 顺序 
是 无 关 紧 要 的 。 同 样 地 ， 全 称 量 词 对 于 合 取 


Person * 


i STE US IE BOO. 这 与 运用 "并 且 ”(and) 
的 顺序 无 关 。 

练习 7.6 BERA People 和 序 偶 
likes € People X People 的 集合 ， 两 个 集合 
的 定义 如 下 。 

People 一 (吉姆 、 琼 ， 瑞 克 )} 

likes c C (AR. 390. (OR. BD. 

(Hage. BO. OW. Hygino) 


确定 下 列 陈 述 的 真 假 性 。 
l. YL dikes + (19 hi 
2. Yl: likes» — GL. 177 Hp #2) 
3. V ps q: People * (p. q) € likes> 
(q. p)C likes 
4. Yl: [Likes * l. 1 三 瑞 克 一 /. 2— Egi 














7.3 存在 量词 


第 二 个 量词 是 存在 量 
记 作 引 。 全 称 量 化 变 元 用 于 声 
明 一 个 特定 的 性 质 对 集合 的 每 一 个 元 素 都 成 
立 。 而 存在 量词 用 于 声明 一 个 特定 的 性 质 对 
KAW HTK EY AD) Mw. BH, 
BUR V ATLA BE A WT BRR. 3r 
以 看 成 是 V 的 广义 形式 。 

例 7.3 陈述 “有 些 自然 数 能 被 3 整除 ” 


词 (existential 


quantifier), 
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i 13] m $ u _ 
可 以 表述 如 下 。 级 析 取 "的 角色 、 与 合 取 的 情况 一 样 ， 当 我 
Jn: * 1 mod 3=0 LJ [DB i PH ie RE THE SR 接 起 来 的 时 候 ， 
注意 ， 带 存在 其 词 的 陈述 的 形式 与 全 称 ”组 成 析 取 式 的 各 命题 的 顺序 是 无 关 紧 要 的 。 
屁 问 陈述 的 形式 类 似 、 其 形式 如 下 。 因此 . 存在 量词 对 于 析 取 运算 符 满 足 分 
quantifier quantification * predicate 配 律 。 
练习 7.7 使 用 月 然 语 言说 明 下 列 陈述 练习 7.10 考虑 练习 7.8 的 陈述 5 和 


的 含义 

l. Jd: Dog * d 嗅觉 好 

2. dd: Dog，(d 受过 良好 的 训练 Vd 
是 小 狗 ) 

3. Jd: Dog» 
的 训练 ) 

4. C3d: Dog > 
Dog * d 受过 良好 的 训练 ) L] 

练习 7.8 BRAR People， 使 用 这 

“集合 与 请问 AKERE MERKE 

TU. MW TOP" 1 陈述 

1. "UH AEE Ae EE LT 

2.“ 有 些 素食 者 不 喜欢 佳 发 蛋糕 。” 

4.“ 有 人 或 者 喜欢 佳 发 蛋糕 或 者 是 素 


(d te/) Fld 受过 良好 


d 是 小 狗 ) > (dd: 








食 者 。" 
14.“ 或 者 有 人 走 欢 佳 发 蛋糕 或 者 有 人 是 


5 “AA KER ERABR BRE.” 
“有 人 喜欢 住 发 蛋糕 且 有 人 是 素食 
KO — 





练习 7.9 人 
EME REA AL? 证 明 你 的 
La dete Macr El 





























规则 7.3 

(der: Xe pVq0es(QQuas X * py 
(Qo: XX gq)) 

例 7.4 下 面 的 陈述 对 汽车 的 给 定 集合 
Car Wr, 

Jc: Car * fast Cc) V small (c0) & 
(Oder Care fast(c)» V C3ei Car * small 
(02) 











这 一 规则 成 立 的 理由 与 规则 7. 2 成 立 的 
理 出 类似。 回想 .… 下 ， 存 在 量词 充当 着 “ 超 





6. ENE ARBRE? 让 明 你 的 结论 。 O 
注意 ， 在 上 面 的 练习 中 ， 陈 述 5 aR 
述 6。 这 一 事实 可 以 -- 般 地 表述 如 下 。 


规则 7. 4 
(dox: X* pAqDo(Cda: XDA 
(da: X°q)) Li 


917.5 下 面 的 陈述 对 汽车 的 给 定 集合 
Car 成 立 。 

C3e: Car * fast Cc) A small (0c)) => 
(C de: Car * fast) AC3ei Car * smallCc))) 
[ 

练习 7.11 设 有 集合 People 和 序 偶 
likes € People X People 的 集合 ,两 个 集合 
的 定义 如 下 。 

People=\ ith. Xj. 





de ChB. HDI GR. WD. OR 
be. 330. ON. AGO 
确定 下 列 陈述 的 真 假 性 。 

l. Jl: likes» 14.1 二 瑞 克 

2. Jl: likes * - (. 1= SHH) 


3. Jp. q: People + 
(qs p) € likes 

4. Jl: likes * l1 Hg 91. 2= HR LJ 

练习 7.12 下 面 的 命题 总 为 真 吗 ? 

(Vr: X*pO3r: X* p) C] 

练习 7.13 下 面 的 命题 总 为 真 吗 ? 


p. q) € likes => 





do: X* ppooo(Vai X» p) [.] 

练习 7.14 

1， 找 出 一 个 使 下 面 的 陈述 为 真 的 谓 
i] p. 

Cdn: © + p(n: ` ep) 


2. 找 出 一 个 使 上 面 的 陈述 为 假 的 谓 
ij p, Ll 
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7.4 可 满足 性 和 有 效 性 


可 以 认为 谓词 n2 3 既 不 为 真 也 不 为 假 ， 
除非 我 们 知道 的 值 ， 如 果 的 值 小 于 4， 
那么 这 个 陈述 等 值 于 false. 否则 等 值 于 
true, 

称谓 词 p BA RM (valid), “AMY 
它 对 相应 类 型 的 所 有 可 能 值 都 为 真 。 也 就 是 
Ue. WR) p 与 类 型 X 的 变 元 x HX. 
ABL p 是 有 效 的 ， 当 上 且 仅 当 VYVzx: X，p 
为 真 。 

例 7.6 谓词 noxa. AW 
Vni N + n20 等 值 于 true, 

称谓 词 p 是 可 满足 的 (satisfiable)， 当 
且 仅 当 它 对 相应 类 型 的 某 些 值 为 真 。 也 就 是 
说 ， 如 果 谓 词 p 与 类 型 X 的 变 元 x AK, 
那么 p 是 可 满足 的 ， 当 且 仅 当 jx: Xp 
为 真 。 

例 7.7 谓词 n>>0 是 可 满足 的 ， 因 为 
dn; K e n>0 等 值 于 true, C] 

最 后 ， 称 谓词 各 是 不 可 满足 的 
(unsatisfiable)， 当 且 仅 当 它 对 相应 类 型 的 
所 有 可 能 值 都 为 假 。 也 就 是 说 ， 如 果 谓 词 p 
与 类 型 X 的 变 元 x AK, 那么 p 是 不 可 满 
足 的 ， 当 且 仅 当 3z: X。p XB. 

例 7.8 W nEn 是 不 可 满足 的 ， 因 
Ap 3n: UH e nxn 等 值 于 false, 口 

注意 有 效 、 可 满足 和 不 可 满足 谓词 与 重 
言 式 、 不 定式 和 矛盾 式 之 间 的 相似 之 处 ， 有 
效 谓 词 和 重 言 式 总 为 真 ， 可 满足 谓词 和 不 定 
式 有 时 为 真 ， 有 时 为 假 ; 不 可 满足 谓词 和 了 予 
盾 式 从 不 为 真 。 

练习 7.15 假设 有 集合 People={ 亚 历 
克 斯 ， 安 妮 ， PA). MP PW, WE 
哪些 是 有 效 的 ， 哪 些 是 可 满足 的 ， 哪 些 是 不 
可 满足 的 ? 可 以 认为 x Aly 是 属于 类 型 
People 的 。 

1.x 一 亚 历 克 斯 

















2. c AE BI YER A x — ERE 

3. x = AE YER A y — SZ E 

4. x € People 

5. € 好 [.] 


7.5 量词 的 否定 


就 像 我 们 已 经 看 到 的 ， 通 过 命题 催 辑 运 
BAL V. >AS, n BB EL 
(quantified) 的 陈述 组 合 起 来 。 还 可 以 将 否 
定 运 算 符 -运用 于 量化 的 表达 式 ， 这 就 是 本 
节 的 内 容 。 

陈述 “有 人 喜欢 布 莱 恩 ?可 以 使 用 谓词 逻 
辑 表 示 如 下 。 

Jp: Persons pEuRRRA 

如 果 想 否定 该 表达 式 ， 可 以 写成 如 下 的 
表达 式 。 

— dp: Person * p BKB 

用 自然 语言 ， 这 一 表达 式 可 以 叙述 为 
"BUCH A BK SER”. 

SiR Egi. WA A BK HE” 
与 说 “每 个 人 都 不 喜欢 布 莱 恩 ”是 等 值 的 。 量 
词 的 否定 的 行为 方式 正 是 这 样 : 就 如 在 自然 
语言 中 “没有 人 喜欢 布 莱 因 ”与 “每 个 人 都 不 
喜欢 布 菜 恩 ?等 值 一 样 ， 在 谓词 逻辑 中 ， 

=(J p: Person * p BAA) 
和 

Vp: Persone — Cp EKHE) 
是 等 值 的 。 

再 举 一 个 例子 ,陈述 “每 个 人 都 喜欢 布 
莱恩 ?可 以 使 用 谓词 逻辑 表示 如 下 。 

Vp: Persons pBKPEA 

如 果 想 否定 这 个 表达 式 ， 可 以 书写 
如 下 。 

^V pi Persons p E Xx fg 

这 在 自然 语言 中 可 以 陈述 为 “不 是 每 个 
ARE K HR”, 

从 逻辑 上 来 说 ， 说 “不 是 每 个 人 都 喜欢 
布 莱 恩 ”与 说 “有 人 不 喜欢 布 莱 恩 "是 等 值 的 。 
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就 如 在 自然 语言 中 “不 是 每 个 人 都 喜欢 布 莱 
恩 " 与 “有 人 不 喜欢 布 菜 恩 ”等 值 一 样 ， 在 谓 
ia), 

—(OV pi Person * p XE XX IB 3E IO 
和 

3p: Persons ~(p BAKA) 
等 值 。 这 些 等 值 关 系 可 以 一 般 地 表述 如 下 。 

规则 7.5 

aJr: X* peva: X* p 

(Yr: X* ph@da: X*—- p 

从 结果 上 看 ， 当 否定 被 运用 于 量化 表达 
式 时 ， 随 着 它 向 内 部 移动 ， 它 会 “翻转 ” 
Cip ht is] CAD. WERN A AY Ae Fk it ie] AC 
Mn 反之 亦 然 ， 并且 否定 所 有 的 谓 
词 )。 泊 表达 式 中 有 多 个 量词 时 ， 这 一 行为 














JD UR V 来。 例如 ， 考 虑 下 面 的 


Var X* dy: Ye Ve: Ze play y, z) 
在 此 ， 可 以 如 下 确定 这 一 表达 式 的 否定 
的 结果 。 

7 Vr: Xe dy: Yo Yz: Ze pla, 
ejos Xeo Jy: Ye Ve: Ze plas y, 2) 
Xe Vy: Yes V zi Ze pir. y, z) 
Sar, Xe Yy: Ye Jz; 

随 着 否定 “ 扫 过 ”整个 表达 
TAA CD 
练习 7.16 给 出 下 列 陈述 的 否定 
l. "js AMERDICRAS ALT 
2.“ 每 个 人 都 喜欢 某 个 人 。” 
“ 某 个 人 喜欢 每 个 人 。” 
“ 某 个 人 喜欢 某 个 人 。” 
练习 7.17 假设 有 类 型 Person 和 谓词 
“喜欢 ”使 得 r 喜欢 y MA 4 Person x 3 
XX Person y， 使 用 谓词 逻辑 写 出 练习 7.16 
的 答案 的 陈述 。 


ys. x) 


ejr: 
Z*— pr. y, z) 
式 ， 它 反 转 路 


























练习 7.18 FER. 给 出 下 列 谓词 的 
eA. 

]l Va: !lea=2 

2. Ya Ie dy; N ry 


e r>yVr=yV 














7.6 自由 变 元 和 约束 变 元 


谓词 n> 5 指出 了 有 关上 自然 数 于 的 -- 些 
BHE: 它 大 于 5。 可 是 , 我 们 不 知道 n 的 
(B: 只 是 一 个 位 置 标志 符 (placeholder)、 
或 者 说 是 一 个 变 元 (variable)， 它 的 值 不 能 
仅 通过 这 个 谓词 来 决定 。 因 此 ， 正 如 我 们 已 
经 看 到 的 那样 ， 不 能 确定 谓词 ?> 之 5 的 真 
假 性 。 

另 一 方面 ， 考 虑 陈述 3n: E 
它 等 值 于 下 面 的 表达 式 。 

(02250 V CIZ2280 V (27550 V (37252 V 
(42250 V (52250V (6>>5)+ 

这 个 谓词 当然 是 真 的 ; 只 要 给 出 至 少 -- 
个 比 5 大 的 自然 数 ， 这 个 表达 式 就 成 立 。 因 
此 ， 这 个 量化 了 的 陈述 与 没有 量化 的 谓词 
?>>5 意 义 完全 不 同 。 

在 陈述 3z: 1:，n 之 5 中 ,我 们 称 变 元 
nn 是 约束 的 (bound)。 这 是 因为 我 们 知道 
所 扮演 的 角色 : 它 是 一 个 存在 量化 变 元 。 另 
一 方面 ， 在 陈述 no 中 ,我们 只 知道 是 
一 个 整数 。 在 这 种 情况 下 ， 称 变 元 n 是 自由 


* n5, 


(free): 我 们 无 法 确定 甚至 是 限定 它 
的 值 。 

例 7.9 BRERA People, HEX 
如 下 。 

People={#R, WAR. By) 
又 假设 有 下 面 的 表达 式 。 

(Vy: Peoples y 言 欢 罗 宾 )V x 喜欢 
理 查 德 


在 这 一 表达 式 中 出 现 了 两 个 变 元 y 和 


T。 前 者 是 全 称 量化 变 元 ， 所 以 它 是 约束 


的 ， 而 后 者 是 自由 的 。 口 

通常 ， 给 定 陈述 VYx: X p. 我们 说 在 
声明 中 出 现 的 x 是 一 个 约束 。 在 p 中 的 任 
何 出 现 都 是 约束 出 现 ， 而 除了 之 外 (并 日 








82 





不 受 其 他 量词 约束 ) 的 任何 变 元 的 任何 出 现 
都 其 自由 出 现 。 参 看 下 面 的 说 明示 例 。 


约束 约束 出 现 
CY ma, 一 全 OA 
C1 et dy Be E Hy BL A gm d 
一 一 和 人 一 一 全 ACE 一 








注意 ， 存 这 个 表达 式 中 ,全称 量词 的 连 
域 (scope) 只 能 到 达 右 括号 ， 最 右边 的 x 的 出 
现在 全 称 量 词 的 辖 域 之 外 ， 所 以 ， 最 后 一 个 
的 出 现 是 月 由 的 。 参 看 下 面 的 说 明示 例 。 


(Yr: lI e 20A yZ) Ar=3 
练习 7.19 给 出 下 面 谓词 的 全 称 量词 


和 存在 量词 的 辖 域 。 
(Warr X* pAC3y: Ye qg Ar) [] 





练习 7.20 以 下 表达 式 中 ， 哪 些 变 元 
的 出 现 是 约束 出 现 ， 哪 些 是 自由 出 现 ? 

1. 之 0 

2. M ri | + r0 

3. Mari © tamm 

A. Mai lo t a Xy 

9. y0 A Yr: H e ry 

6. r0 A Var Iy 

7T. Yr: l e Jy: ery 

8. Va (y=0A Jy: N * ay) 

练习 7.21 我 们 能 对 练习 7. 20 的 哪些 
WE SHE S AG US CNRC? 














在 讨论 完 自由 变 元 和 约束 变 元 的 概念 之 
后 ， 志 在 我 们 来 形式 地 刻画 谓词 与 命题 之 间 
的 微妙 的 差异 。 它 们 之 间 的 差异 中 最 简单 的 
一 点 在 于 ， 谓 词 是 含有 自由 变 元 (或 “逻辑 缺 
口 ”) 的 边 辑 陈述 ， 而 命题 则 是 不 含 这 样 的 缺 
ELI JE t DP 

例 7. 10 表达 式 n7 是 一 个 谓词 。 而 
Jn: | ，n>7 和 8 守 7 都 是 命题 。 [] 

练习 7.22 假设 理 查 德 和 邓肯 都 是 
Person 的 元 素 ， 下 列 哪 些 陈述 是 谓词 ， 哪 
些 是 命题 ? 


L 理会 德 比 邓肯 高 。 





2. 理 查 德比 x 高 。 





7.7 替换 


再 次 考虑 陈述 3n: Wd o*225. FEL 
节 中 介绍 过 ， 在 这 一 表达 式 中 ， 变 元 n 受到 
存在 量 记 的 约束 ; 我 们 可 以 确定 它 在 整个 陈 
述 中 所 扮演 的 角色 。 

为 一 方面 ， 在 无 量化 的 谓词 ">5 中 ， 
我 们 说 过 变 元 n 是 自由 的 ， 可 以 假定 它 取 任 
意 整数 值 ， 如 果 这 个 值 小 于 6. 那么 这 一 陈 
述 的 真 值 将 是 false; 否则 它 将 是 true. fil 
如 ， 如 果 nn 取 3， 那 么 这 一 陈述 是 false: 5) 
一 方面 ， 如 果 ? 被 3 十 4 替换， 那么 这 一 陈 
述 就 等 值 于 true, 

从 这 个 意义 上 讲 ， 变 元 是 自由 的 这 一 
事实 使 我 们 得 出 结论 : 可 以 用 任意 的 项 
(term): 来 替换 名 字 (namce)n、 MRE n Ht 
是 同一 类 型 。 这 一 过 程 就 叫做 替换 
(substitution); #ikst pli in] Wok ill is] P 
中 的 变 元 名 n SENS: 所 替换 。 例 如 ， 可 以 用 
下 式 来 表示 ， 把 谓词 n> 5 中 的 替换 成 3。 


n275| 3/n] 
这 给 出 下 面 的 结果 。 
325 


另外 ， 可 以 用 下 式 表 示 用 3 十 4 替换 
n25 中 的 n, 


n275L3-- 4/n] 
这 给 出 下 面 的 结果 。 
3 十 4 之 5 


注意 ， 在 上 面 两 个 例子 中 ， 结 果 表 达 式 
已 不 再 是 谓词 ， 它 们 是 命题 (回忆 一 下 ， 谓 
词 是 至 少 含有 一 个 自由 变 元 的 逻辑 表达 式 ， 
而 命题 是 不 含 自由 变 元 的 逻辑 表达 式 ) 。 

注意 ， 只 有 自由 变 元 才能 进行 替换 ， 替 
换 约束 变 元 是 无 效 的 。 例 如 ， 

(Cdn: i e n>D[3/n DS an: i| + ns 

这 正 是 我 们 所 希望 的 如 果 这 一 替换 是 





Hpomp E OS 
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有 效 的 .其 结果 将 是 n. (375, Ec 
Wh. poly dn: 4 525 的 意义 完全 
Ax [n] 


练习 7.23 下 列表 达 式 中 的 哪些 变 元 
可 以 进行 替换 ? 

l.4-327—r 

2. dar bl 4c 3-—T7—-r 


3. Jr: 4 二 3=7 一 y 





4.( 了 .ce P 4+3=7—xAr=y) 
BJr: il e 4H3=7 =r) Arsy O 
练习 7.24 确定 下 列 替 换 的 效果 。 


1. c AXLAR] 

2. Cr PROS A y AE DO LR / x] 
MNA 
4. cr E834 V Cc EIS LR ARIK I 
5. (Yr: Peoples x sporty) x] 
6. (Vr: 


People * x 3€ V x ARH 
AUR v] 
7. (V xi Peoples x Eg OV x EP [ 











A/K] 

练习 7.2S 确定 下 列 替换 的 效果 。 

lL.CVx; Nt xzco[3/z] 

2 Yr: t amy [3/v] 

3. Cv 790 A Vari Ht rZRYM3/y] 

4. Gr290 A War the r>a] O 

到 此 为 止 ， 我 们 只 考虑 了 在 表达 式 中 替 
换 一 个 变 元 的 情况 ， 当 然 ， 也 可 以 在 表达 式 
中 替换 多 个 自由 变 元 ; 在 这 样 的 情况 下 ， 我 
们 希望 实行 多 次 替换 。 

SIR WI“ r BM Ay EG” Ep. a 
都 是 自由 变 元 。 我 们 可 以 如 下 所 示 地 用 

AS AK FRR vo 

Cr BOM A y EDD LRA /c@ 16 SACK 
EDA v dE . 

WE. BRYA EE ERR v: 

RAK EMA y EDLE] AA 
AROS A FE AE 

与 其 分 两 步 完成 这 些 替 换 
Ws SH AE AS ES EM 








可 以 如 下 所 


Cr FRA y EBD USA ILA a] 
RRR SHIR. AARRE r A 
和 替换， 将 依次 完成 。 首 先 ， 率 杰 尔 替换 了 
c. 然后. HER yv ix Dg" 
换 是 等 效 的 。 
另 一 方面 ， 如 果 我 们 
时 进行 就 可 以 写作 : 
Cr BM A y dEDD LASS v By) 
在 此 ， 这 两 个 蔡 换 同时 发 生日 给 出 相同 


希望 这 两 个 替换 同 


的 结果 。 
例 7.11 为 了 说 明 依 次 蔡 换 和 同时 替 
换 的 区 别 ， 考 虑 下 面 两 个 替换 的 效果 。 


Gr3AymDbyr. 8/y! 
€9y223A 8227 G3 A y DL y/ x jE8/ v] 
e2y223 A y 77(8/ y] 
=8>3N8>7 
true 
对 于 后 者 .替换 的 依次 性 表明 被 8 替换 
的 v 出 现 两 次 ， 而 对 于 前 者 ， 被 8 蔡 换 的 y 
只 出 现 一 次 。 C] 
练习 7.26 ME FF PRAY RR 
Lv? —49[ y 43/2] 4/50 
2.7 —49[y- 3/r. M y 
3. > y Ly 3/x d Ay] 

4. c Z2 y [y 3/r. 4/y] 一 
替换 时 必须 小 心 。 尤 其 是 当 我 们 用 一 
A 4 ADR ROC scat I 

小 心 。 举 例 说 明 如 下 。 
jn: M * (n25A m«5 


这 一 陈述 的 真 假 性 依赖 于 产 的 值 : 如 
Rm Y 5. 那么 这 -陈述 为 真 . 否则 
为 假 。 

如 果 在 这 一 陈述 中 用 n EPR m. 那么 结 
果 如 下 。 

Jn: H e OUS Anc» 

Tf] 3x — BKE AS BABE YE AN K RF m 的 值 ; 
EADEM. 这 一 陈述 的 值 等 值 于 false. 


上 面 所 发 生 的 是 变 元 停 获 (variable 
capture) WR. 在 替换 中 使 用 了 一 个 包 念 变 





64 





JU T IARE. MKTG, ERE AEP E 
约束 的 。 在 上 例 中 , m fex — ERR n de B 
由 变 元 : 而 用 代替 n 意味 着 使 用 一 个 约 
束 变 元 替换 一 个 自由 变 元 。 这 显然 是 我 们 不 
希望 的 。 

内 此 ， 当 把 包含 变 元 名 的 项 替换 到 -一 个 
其 化 表达 式 中 时 ， 如 果 这 个 变 元 名 与 量化 表 
达 式 中 的 约束 变 元 同名 ， 那 么 就 必须 为 这 个 
约束 变 元 重新 命名 (rename the bound varia- 
ble)， 这 一 改变 对 表达 式 的 真 假 性 不 产 
牛 影响 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 只 要 考虑 表 
BOX Vous ot ama HI yi Hoe vey, 
在 此 ， 使 用 不 同 的 变 元 名 来 表示 谓词 2 
“所 有 的 自然 数 都 和 它们 自身 相等 "， 因 
Wi. AEH Egi. 这 两 个 表达 式 是 等 


值 的 。 

例 7.12 ip) dus t * (225 Am 
5) 等 值 于 

Jl: 5o e 5 Am<5) 


内 此 ， 在 原来 的 表达 式 中 用 n 替换 的 效 
RMF. 
Jn: Ho: a>5Am<5)[n/m] 














eJ to e U5 An<5) 

当然 ， 这 是 我 们 所 期 望 的 结果 。 

练习 7.27 下 面 娜 些 替换 会 导致 变 元 
Tf dk? 

1. Vas 1 + arZy[z/y] 

2. V rs e yy] 

3. Vas E t xEy[xcy/y] 

4. Vx, ys N * zzylx/y. y/x] 

9. Vos Ut xZEy[z/ylIx/z] 

6. Vx: K e xy [z/x][x/z] 





T.CvY 20A V i N e zy Dr43/y]Ü] 
练习 7.28 确定 上 面 练习 的 替换 的 结 








7.8 限制 


在 前 面 的 章节 中 ， 我 们 看 到 了 可 以 通过 
集合 描述 定义 素数 的 平方 的 集合 。 这 可 以 按 
如 下 方式 来 实现 。 

square primes— ini M | primem) + i) 
这 里 ， 集 合 描述 的 谓词 部 分 充当 着 “过 滤器 ” 
WAE. 它 检查 自然 数 ， 保 留 满足 谓词 的 自 
然 数 ， 击 扔 掉 不 满足 谓词 的 自然 数 。 

过 滤器 在 谓词 逻辑 中 也 产生 作用 。 例 
如 ， 陈述“ 任何 比 2 大 的 素数 都 是 奇数 "可 以 


表示 如 下 。 
Vni N * Oi BRM A n2) 
=>n 是 奇数 


使 用 过 滤器 ,可 以 把 这 一 陈述 写成 如 下 
形式 。 

Vn: E | nd& E Ano22-«n 是 奇数 
在 此 ， 这 一 集合 的 谓词 的 范围 受到 下 面 的 条 
件 的 限制 (restriction ) , 

n BRM A n2 

这 种 受 限 谓词 的 形式 与 集合 描述 的 形式 
类 似 ， 即 受 限 谓词 的 形式 如 下 。 

quantifier quantification | restriction 。 
predicate 

同时 ， 与 集合 描述 的 情况 一 样 ， 缺 少 限 
制 完全 等 值 于 具有 限制 true。 例 如 ， 下 面 两 
个 陈述 是 等 值 的 。 

Vp: People | true * p EIKI RREK 
€? V p: People + p BK AMS 

当然 ， 这 样 的 限制 也 可 以 用 于 存在 量化 
变 元 。 例 如 ， 陈 述 * 曾 经 有 过 女性 的 英国 首 
相 ” 可 以 如 下 表示 。 

dp: People | p 是 女性 
-p 曾 是 英国 首相 
这 种 形式 的 任何 陈述 都 可 以 改写 成 不 带 


人 原 书 在 说 明 中 开 没 有 池 格 区 别 谓词 和 命题 ， 特别 是 对 如 此 例 的 非 自 明 的 情况 。 另 外 ， 有 时 还 使 用 "表达 式 " 积 


“陈述 "。 .…- BRE 


. 
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有 过 滤器 的 形式 .在 这 样 做 的 时 候 ， 记 住 量 
词 问 的 差异 是 非常 重要 的 。 
上 所 看 如 下 表达 式 。 | 
Vni | a XA m2 rn 是 奇数 
我 们 曾 认 为 它 等 值 于 下 面 的 表达 式 。 
Vni U e Oi BRM An>?2) 
aon 是 奇数 
也 就 是 说 ， 它 表示 谓 间 “给 定 任 意 自然 数 n. 
MER n ROG BLA P2. HE ACE. 
在 这 里 ， 形 如 
universal quantification | restriction * 
predicate 
的 表达 式 被 转化 为 如 下 形式 的 表达 式 。 
universal quantification 。 restriction 
=> predicate 
现在 ， 如 果 把 这 一 变换 运用 于 下 面 的 表 
ik. 
Jp: People | pp 是 女性 
p 曾 是 英国 首相 
那么 ， 可 以 得 到 下 面 的 表达 式 。 
dp: Peoples p 是 女性 
一 户 曾 是 英国 首相 
第 一 个 陈述 刚好 对 -- 个 人 为 真 。 然 而 ， 
第 二 个 经 过 转换 的 陈述 在 对 一 位 女性 为 真 的 
同时 ， 对 每 个 男性 都 为 真 ( 回 顾 false- true 
Wa GT true) 。 因 此 ,这 两 个 陈述 不 
等 值 。 问 题 在 于 ， 对 于 存在 量词 量化 的 陈述 
的 限制 与 对 于 全 称 量词 量化 的 陈述 的 限制 是 
不 同 的 : 对 十 后 者 ， 限 制 充当 着 蕴含 的 角 
色 ， 击 对 于 前 者 ， 限 制 充当 着 合 取 的 角色 。 
内 此 ， 限 制 的 正确 消去 给 出 如 下 结果 。 
dp: People + p 是 女性 
A^ p 曾 是 英国 首相 
显然 ， 这 一 陈述 逻辑 等 值 于 原来 的 陈述 。 
例 7.13 陈述 
Ju: 1 odd(n) * n5 


等 值 于 陈述 
jn; H *odd(n) An—5 C] 


例 7.14 陈述 
Yn: MN | odd(n) * n—5 


等 值 于 陈述 
Vni MH» odd(n)>n=5 g 
这 些 等 值 关系 通常 表述 如 下 。 
规则 7. 6 
(Yr: Xl pe OSN ar: X9 per 0 
规则 7.7 
(Ja: XI p* DGC3 Y: X* pAD C 





练习 7.29 用 下 面 形式 的 陈述 表示 下 列 
各 陈述 。 可 以 假定 有 类 型 People 以 及 谓词 
“BURA”, “BTL ASB KEE”. 


quantifier quantification | restriction 。 


predicate 

1.“ 每 个 喜欢 吉 士 的 人 都 喜欢 猪肉 
HE.” 

2.“ 有 一 个 喜欢 志士 的 人 喜欢 猪肉 
ME LIU 

3. EAEE EMA E KAMER 
HE CR AR” 


4. ENERE TAI P RESI 9 A LE 
KEE.” 

5.“ 有 一 个 喜欢 吉 士 和 猪肉 镀 头 的 人 喜 
KE.” 

6. HT EXC TE BLA SO LA E 3E 
MER.” C] 

练习 7.30 用 下 面 的 形式 改写 练习 
7.29 的 答案 的 谓词 。 

quantifier quantification * predicate [] 

练习 7.31 确定 下 列 陈述 的 真 假 性 。 

1. d»: H | pGD * true— p(n) 

2. V ni K | p(n) * false p(n) 

3. In: NX [n€ en ERM 

4. Yn: © [nE  - n» BR t] 


O Gio f LUI JE ARPES. AS HE, AT Kot. Jaco | n0. 7 是 素数 。 这 一 命题 显然 是 假 的 ， 


但 经 过 转换 的 陈述 :和 


tn=0>n ERREAK, n=1 满足 谓词 。 


一 详 者 注 
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7.9 唯一 存在 量词 


存在 量 间 习 允许 我 们 表示 形 如 ”“* 至 少 有 
poa. 使 得 ……" 之 类 的 陈述 。 有 时 我 们 
也 许 硕 望 考虑 形 如 "恰好 存在 一 个 zx， 使 
得 …… ”这 样 的 更 加 特殊 的 陈述 。 

例如 陈述 Jr: :Tv x+1l=1 等 值 于 
true, Sh. iia] x 十 1 二 1 恰好 对 自然 数 0 为 
臭 。 我 们 希望 存在 一 个 运算 符 ， 使 得 可 以 表示 
“恰好 存在 一 个 自然 数 x， 使 得 zx 十 1 二 1” 或 “ 恰 
好 存在 一 个 超级 强权 "这样 的 陈述 。 幸 运 的 是 ， 
我 们 可 以 定义 这 样 一 个 运算 符 : Ji 

使 用 这 一 新 运算 符 量 化 的 表达 式 的 结构 
54 Ht hia] Bt fei de x TERI. A 
An. inp 3. 运算 符 ， 可 以 将 陈述 "恰好 存 
在 一 个 自然 数 x， 使 得 x 十 1 二 1” 表 示 如 下 。 

jx: “十 1 一 1 

如 果 没 有 这 一 运算 符 ， 那 么 通过 谓词 逻 
AEE OB RIRA - RIK 

dar: jo t Crtl=1A 

Yy: i | arAye yctlxD 

这 一 陈述 指出 ， 存 在 一 个 使 这 一 性 质 成 
IW AR x， 而 且 对 于 所 有 满足 veer 的 
自然 数 y， 这 一 性 质 不 成 立 。 当 然 ， 前面 的 
陈述 恰好 就 是 原来 的 表达 式 所 刻画 的 ， 只 是 
时 加 简洁 。 

例 7.15 谓词 “恰好 存在 一 个 超级 强 
AL? AY LAGE ER. 


dic: Country (是 超级 强权 L] 





进一步 说 ， 如 果 我 们 没有 运算 符 了 ,， 
那么 只 能 用 更 复杂 的 方式 来 表示 上 面 这 个 谓 
wj. H 

de: Country * Cc 是 超级 强权 A Vd: 
Country | c#d 一 以 是 超级 强权 ) 

练习 7.32 下 列 陈述 哪些 为 真 ， 哪 些 
为 假 ? 








#7 
l. Jin: nn 是 7 的 内 子 An 关 1 
2. Jun: Ym: ` * nim 
3. din: .. * Vm; * n>m 
4. Vn. foe Aum: © enn (d 
练习 7.33 使 用 和 VY 重 写 练习 7.32 
的 表达 式 。 














PRE Jir: 并 "xzTfl=1 表明 恰好 存在 一 
个 小 于 1 的 自然 数 ; 当然 ,我 们 知道 它 的 值 为 
0, 55h. Bok dic: Country * c 是 超级 强权 ， 
表明 恰好 存在 一 个 超级 强权 : 我 们 可 以 准确 地 
确定 相应 类 型 的 哪 一 个 元 素 是 超级 强权 。 

假设 陈述 3,rz:， X p 等 值 于 true. 有 
时 确切 地 指出 X 的 哪 一 个 元 素 满足 谓词 p 
是 很 有 用 的 。 另 外 .如 果 可 以 对 这 个 值 实施 
某 个 运算 会 给 我 们 带 来 方便 。 运 算 符 jy 使 得 
我 们 可 以 做 到 这 一 点 : 陈述 (jx: X | pik 
作 “ 使 得 p 成 立 的 集合 XX 的 唯一 元 素 x+”。 
例如 . 下 面 的 py 表达 式 给 出 值 0。 

(ux: N | z+1=1) 
而 下 面 的 w 表 达 式 给 出 值 USA, 

(ue: Country | c 是 超级 强权 ) 

当 相 关 类 型 的 一 个 唯一 元 素 的 确 拥有 相 
关 性 质 时 ， 我 们 就 可 以 如 上 所 示 地 构造 陈 
述 。 另 一 方面 ， 不 与 唯一 的 元 素 相 关联 的 ww 
表达 式 生成 一 个 未 定义 值 。 例 如 ， 下面 两 个 
u 表达 式 都 是 未 定义 的 。 

Cun: te | n EHXO 

(uc: Country | 
10 000 000) 

正如 可 以 把 项 结合 到 集合 描述 中 一 样 ， 
也 可 以 把 项 运用 于 w 表达 式 。 下 面 这 种 形式 
的 表达 式 将 项 :运用 于 满足 谓词 p 的 集合 X 
的 唯一 元 素 ， 并 返回 运用 的 结果 。 

(ur: XxX | pet) 
例如 ， 下 面 的 w 表达 式 给 出 值 O, 

Gur: © | z+1=1. xl) 
而 下 面 的 w RARA HAE eT”, 


population (c) > 


t) 原 书 中 的 表达 式 为 Go 时 .x 十 1 二 1 .x 十 1)， 是 错误 的 。-- .- 详 者 注 
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Cue, Country | c 是 超级 强权 + capital(c)) 
与 前 面 一样 。 如 果 不 存在 满足 相关 性 质 
的 唯 - -元素 . 那么 结果 是 未 定义 的 。 因 此 ， 
Fifi Bj u 表达 式 未 定义 。 
n dE n) 
(ue: Country | population(c) 7-10 000 000 « 
ca pitaltCc)) 
中外， 认识 到 结 
me. Wk. ar 
(ue: Country | c FERBERIR * capital(c)) 
-ug | 
^c feb false. 
Cue: Country | 
=] 
KEX: 等 式 左边 的 类 型 是 城市 ， 而 右边 的 
类 型 是 :1 。 
练习 7.34 假设 有 相应 的 类 型 、 谓 词 
和 了 消 数 、 用 表达 式 写 出 下 列 描述 
L ER pF RES AY LU 
2. MS 上 最 高 的 山 的 高 度 。 
3， 志 界 上 最 老 的 人 。 
1， 握 界 上 最 老 的 人 的 国籍 。 
o. 报 小 的 自然 数 。 
练习 7.35 对 下 列 陈述 ， 说 明 它们 是 
RAM. (BIOS EXE XII 


(uni; | 


吉 果 项 也 有 相应 的 类 型 很 


If ar 


c ERB RIB + capital(c)) 

















l. (an: ^ | Ym; V. * n<m)=0 
2.Cuni © | Ym: © * nZm)x0 
3.Cun; © | m-1)550 

4. Cun; i. | =n) =0 

5.Cun: | | n —nAnz1)-0 C] 


7.10 等 值 推理 


在 第 3 章 中 ， 我 们 看 到 了 一 系列 有 关 命 
题 有 效 性 的 推理 方法 。 本 节 再 次 讨论 其 中 的 
丙种 方法 ， 等 值 推理 和 自然 演绎 。 

我 们 已 经 见 到 过 许多 谓词 逻辑 的 规则 。 
Bim. HS 7.2 和 规则 7. 3 指出 全 称 量词 传 


再次 注意 ， 在 本 书 中 类 型 X 不 能 是 空 集 。 





递 合 取 ， 存 在 量词 传递 析 取 。 另 外 ， 规 则 
7.5 描述 了 量化 表达 式 上 的 否定 的 效果 。 还 
有 ， 我 们 还 看 到 了 形 如 VYzx: Xl pee 
da: X| p'，t 的 表达 式 是 如 何 分 别 与 形 如 
Va: X* p>t RIT: X，pAt 的 表达 式 等 
值 的 。 此 外 ， 下 面 给 出 若干 直截了当 的 规则 。 





首先 ， 如 果 一 个 谓词 对 一 个 集合 的 所 有 
元 素 都 成 立 ， 那 么 ， 它 对 集合 中 的 某 个 元 素 
也 成 立 。 

规则 7.8 

Va: Xe p>Jz: X'p 口 

其 次 ， 如 果 一 个 谓词 对 一 个 集合 中 的 恰好 
一 个 元 素 成 立 ， 那 么 它 对 这 个 集合 中 的 至 少 一 
个 元 素 成 立 。 

规则 7.9 











Jir: Xe p> Jr: X'p 

WR 户 对 类 型 X 的 所 有 元 素 都 成 立 ， 
而 县 + 是 类 型 X 的 项 ， 那 么 户 对 上 成立 。 

规则 7. 10 

CV xr: X* pr MEX) >p 

9017.16 下 面 的 谓词 对 所 有 自然 数 都 
成 立 。 

zprime(z) 人 xzx>>2=>7 是 奇数 
项 3 十 4 的 类 型 是 !. ， 因 此 ， 有 

prime(3+4) A3+4>2>34+4 是 奇数 
成 立 。 C] 

下 面 的 规则 说 明 ， 如果 1 是 类 型 X 的 项 
H pF: 成立， 那么， 可 以 说 p 对 XX 的 
某 些 元 素 成 立 。 

规则 7. 11 

GC XApGOD-—O3z: Xp O 

9017.17. 命题 7Ei 为 真 ， 另 外 ，7 是 
素数 ， 因 此 ， 下 面 的 表达 式 成 立 。 

jn: N en 是 素数 L] 

. 对 于 总 是 真 或 总 是 假 的 命题 ， 任 何 变 元 

的 量化 都 没有 任何 效果 。 下 面 的 规则 刻画 了 

















一 译 者 注 
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第 7 章 





规则 7. 12 

(Vr: X © true)@true [] 

规则 7. 13 

CV ri X * false) false 口 j 

规则 7. 14 

(da: X + true) true 

规则 7. 15 

C3 oi X * false) false 

这 些 规则 连同 第 3 章 的 规则 ， 使 我 们 可 
以 把 等 值 推理 运用 于 谓词 逻辑 陈述 。 与 第 3 
章 的 情况 一 样 ， 上 述 的 等 值 关系 使 我 们 能 够 
确定 特定 表达 式 的 真 假 性 ， 或 者 验证 给 定 逻 
辑 陈 述 是 否 是 定理 。 

例 7.18 可 以 证 明 下 面 的 表达 式 是 谓 
词 轩 辑 的 定理 。 

Vai Xi pega cdr: X* pA q) 
证 明 如 下 。 

















“Vaz: X， pq 
e3r X 一 (bp 一 9) [规则 7. 5] 
e 3x: Xe- pVq) [规则 3.18] 
da: X* pA-^q [规则 3. 9] 
g 





例 7.19 可 以 如 下 计算 -(YVzr: X | 
false。p) 的 真 值 。 

^(Vzi X | false * p) 

© Vr: X * false p) 

ex: X *(falsep) 

jar: X *((trueV p) 

X 

X 


[规则 7. 6 
[规则 7.5] 
[规则 3. 18] 





Jax: X*falseA^ p [规则 3.9] 

ejr: * false [规则 3.57 

€»false [规则 7. 15] 

C] 

练习 7.36 运用 等 值 推理 ,证 明 下 列 
表达 式 是 谓词 逻辑 的 定理 。 


(Cdr: Xe pSr: Xe 
Cdi X pg) 

2. (Jr: X * poer Xp 
(Jo: X54 i= 

Wi) Jr: X+ pGOAyoz IR 3435 





Jur. yz. HB. r 是 约束 的 ，y 和 > 是 
BAM. AAs PERR y x 中 出 现 ， 可 
以 自由 地 假设 x 的 存在 量化 对 这 一 谓词 的 
真 假 人 性 没有 影响 。 因 此 ， 可 以 得 出 下 面 的 等 
值 成 立 的 结论 。 

jx: X* (pCrAy- 2€ 

(dx: Xe plr)) Ay=z 

这 一 原理 构成 下 列 规则 的 基础 。 

规则 7.16 Berke 中 没有 自由 出 现 ， 
那么 下 面 的 等 值 成 立 。 

(Vz: X* pAMSE((Vae: X* p)Nq@ 

Li 

$817.20 下 面 的 等 值 成 立 。 

(Wn: N *n23A1—106((Q Vni; IX + 
n223) A 1—10) 口 


规则 7.17 rög 中 没有 自由 出 现 ， 
那么 下 面 的 等 值 成 立 。 
(Vv; X* pVg)e3(0V x: Xop) Vg) 
C] 
$17.21. 下 面 的 等 值 成 立 。 
(Vn; K * n23VI—10e(( Vn; N 
n>>3) V 1710) 器 
规则 7.18 设 工 在 g 中 没有 自由 出 现 ， 


那么 下 面 的 等 值 成 立 。 
(dx: X* pAq)e(C AT: Xe p) Nq) 
L] 
997.22 和 下面 的 等 值 成 立 。 
(dp: Person * p BBA HK A 1—10) 
(CA p: Person * p BAAR SL) A 1910) 
L] 
规则 7.19 i rdkq 中 没有 自由 出 现 ， 
那么 下 面 的 等 值 成 京 。 
(Ir: XpVg)eCC3az: Xe p)Vq) 
g 
$17.23 下 面 的 等 值 成 立 。 
(Ap: Person - p BRIA V 110 
(CF p: Person * t BIKA BEL) V 1510) 
C] 
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5&5] 7.37 通过 等 值 推 理 , 证 明 下 列 值 是 重 言 式 。 可 以 假设 x 不 在 g 中 自由 出 现 。 
2. (Jr: X* ppe Yr: X * pq 


t] 


7.11 自然 演绎 


就 像 等 值 推理 一 样 ， 也 可 以 把 自然 演绎 拓 广 到 谓词 逻辑 中 。 另 外 ， 正 如 每 个 命题 逻辑 运 
算 符 都 有 导出 和 消去 规则 : 样 ， 谓 词 逻辑 运算 符 也 有 导出 和 消去 规则 。 首 先 ， 我 们 考虑 有 关 
全 称 量词 的 自然 演绎 规则 。 


uS 人 [全 称 量词 消去 规则 ] 


这 一 规则 与 合 取 消去 规则 类 似 。 本 质 上 ， 这 一 规则 说 明 ， 如 果 p 对 XX 中 的 所 有 值 都 成 立 ， 
那么 ， 对 于 类 型 X 的 项 1，p 也 成 立 ， ` 
917.24 所 有 的 自然 数 都 大 于 或 等 于 0。6 十 3 是 自然 数 ， 所 以 可 以 得 出 6 十 3 大 于 0 的 





Vni tie neo 6-3€H "m" 
m 64-3220 [全 称 量词 消去 规则 ] 器 


对 于 全 称 量词 表达 式 的 更 一 般 的 形式 ， 需 要 确保 项 满足 谓词 。 因 此 ， 这 一 证 明 规 则 的 另 
一 形式 如 下 。 


Ve Xl ptg pL] LSX[ 全 称 量词 消去 规则 ] 
qit/x ] l 


例 7.25 所 有 大 于 2 的 素数 都 是 奇数 。7 是 素数 月 大 于 2， 所 以 可 以 得 出 7 是 奇数 的 
结论 。 


Mni lt | prime(n) An>2 * odd(n) prime(7) A7>2 7€? - 
odd (1) -[ 全 称 量词 消去 规则 ] C] 


现在 ， 我 们 来 考虑 全 称 量词 引入 规则 。 

如 果 我 们 能 够 证 明 谓词 p 对 的 任意 值 都 成 立 ， 这 里 的 zx 的 任意 值 指 的 是 在 x 的 取 
值 上 没有 特殊 的 假设 或 条 件 ， 那么 就 可 以 得 出 谓词 p 对 相应 类 型 的 每 一 个 值 都 成 立 的 
结论 。 


[r€ X l 











yar pl ETA GUN, (假定 x 在 p 的 假设 中 没有 自由 出 现 )] 





例 7. 26 
PS [数学 定理 ] 
iB V» oe gZ20 [全 称 量词 引入 规则 ,] - 








MYER rs X | p，g 这 样 的 受 限 谓词 ， 变 元 x 也 必须 满足 限制 p. 
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Pre X J [p D 


ya K pog ERR ARN, (假定 x 在 g 的 假设 中 没有 自由 出 现 )] 


例 7. 27 


[nE h [prime n) An72 数学 定理 ] 
odd (n) 


Vni | | prime(n) An>2 * odd(n) 


练习 7.38 使 用 自然 演绎 规则 证 明 下 式 。 

(Vr: X* pA xi: X*qDeo(N xi X* pAgD 

练习 7.39 使 用 自然 演绎 规则 证 明 下 式 。 

Yr: Xp 记 人 Ad)=>(YVz: X* pAMxi X*gD [ 

在 考虑 了 全 称 量词 的 引入 和 消去 规则 之 后 ， 下 面 考虑 存在 量词 的 相应 规则 。 

存在 量词 消去 规则 与 析 取 消去 规则 相似 。 如 果 已 经 假设 存在 使 ”成立 的 某 个 zxEX， 那 
么 ， 如 果 我 们 能 够 得 到 一 个 新 的 谓词 ga， 而 且 x 在 g 中 没有 自由 出 现 ， 那 么 就 可 以 得 出 结 
论 q. 





[全 称 量词 引入 规则 , ] i 




















[r€ XAp] 





Jr: X'p q a z 在 假设 中 没有 自由 出 现 ， 
, [eric oa (LT o ) 


在 带 有 限制 的 谓词 中 ， 限 制 包含 于 假设 之 中 ; 这 一 规则 如 下 所 示 。 
[r€ XApAql 





da: Xi p*q r i» Zz 在 假设 中 没有 自由 出 现 ， 
s FEAR a e] 


下 面 讨论 存在 量词 引信 规则 。 这 一 规则 的 基础 是 ， 如 果 对 集合 X 的 任意 项 :，p WH, 
那么 就 可 以 得 出 3x: Xe p 成 立 的 结论 。 


ES REUS [存在 量词 引信 规则] 


例 7.28 7 是 自然 数 且 是 素数 。 因 此 ，3n: K + prime(n) RY. 


TEN — prime(7) 
Jn: V + prime(n) 





[存在 量词 引入 规则 ] 口 





当然 ， 如 果 我 们 要 处 理 存 在 量词 表达 式 的 限制 形式 ， 那 么 上 必须 满足 限制 。 


rl 
E Pa el rete gi 3| A RUN 





9517.29 7 是 自然 数量 是 素数 ，? 大 于 2， 而 且 7 是 奇数 。 因 此 ， 下 面 的 谓词 成 立 。 
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ju, | prime(n) A n252 * odd(n) 


其 证 明 如 下 所 示 。 


7€! brime(7) A7>2 
Jn; l | prime(n) An>2 





* odd(n) 


例 7. 30 


odd) [存在 量词 引入 规则 ] 


可 以 证 明 下 式 是 谓词 逻辑 的 定理 。 














Jr: Xe pAqo (dx: XpA3 了 xz， Xeo) 




















其 让 册 如 下 所 示 。 
(re XA eno k t ^ elim2 ]& M LA elim2 J& 
^ 2 LA elim119 LA elim2]® 
i e - ao 
faa: X* pAqh Jz, x. pe diro] | [32 X* pAq 了 一 A. qe d intro 
a. X [J elim; ]J® dz X 7 (3elím;]9 
: e T: M 
z p 7 [ A intro ]'? 
(Jr: X* DAGA: X* gp [elim]? 
c D 
3x: X* pAq Ar: X* MAG: X* 9D ' 
ik: 中 合 取消 去 规则 2; © 合 取消 去 规则 1; © 存在 量词 引入 规则: D 存在 量词 消去 规则 .: © 存在 量词 消去 规则 ;， 
© 会 取 引 入 规则 ; @ 蕴含 消去 规则 ，。 Ci 
练习 7.40 使 用 自然 演绎 规则 证 明 AWER Ir: Xp RA, MAH pP, x 
“Fak, 和 那么 就 可 以 得 
(3o: X * p)V Iz: X+q))> pLt/xj 和 1€ XX 同时 成 立 的 结论 。 当 然 ， 


(Jx: X*pVg L] 


练习 7.41 使 用 自然 演绎 规则 证 明 
PX. 

(dr: X* Jy: Ye pp (3y. Y. 
jx: Xe p L] 





7.12 one-point 规则 


考虑 下 面 的 谓词 。 
dp: Persons p EX XOKWi A p= BE 


这 一 谓词 不 仅 表明 有 一 个 喜欢 爱 米 丽 的 
人 pp， 市 莫 还 给 出 了 那个 人 的 名 字 ; PH, 
内 此 ， 可 以 得 出 里 克 E Person HB Bk 
爱 米 丽 同 时 为 真 的 结论 。 


这 就 是 one-point AMO, n S RNE 





AU EGXS. 译 者 注 


à AMM AION MA E FIRAR x 











的 作用 。 
规则 7.20 假设 + 在 1 中 没有 自由 出 
现 ， 那 么 下 式 成 立 。 
(3r; Xe pAr-DeE X AB ) 
C] 
GI 7.31 
da: N *n—m An= 00 20A0€ 
|. 
在 上 面 的 例子 中 ， 确 定 ”的 值 的 等 式 是 
1 一 0， 而 不 是 x 二 wr*。 如 果 没 有 约束 变 元 在 
被 替换 的 项 中 没有 自由 出 现 这 一 要 求 的 话 ， 


就 会 导致 下 面 的 结果 。 
Jn: K nr An= 0S =0An EN 
当然 ， 这 一 结果 没 能 从 新 的 表达 式 中 移 





^ 这 一 规则 没有 有 助 于 理解 的 恰当 中 文 诺 和 名 。one-point 带 有 一 次 完成 两 项 工作 的 含义 。 为 外 .规则 的 说 明 与 规则 
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去 原来 的 约束 变 元 名 。 因 此 ， 没 有 达到 运用 

one-point 规则 的 目的 。 
练习 7.42 下 列 

one-point 规则 ? 


哪些 陈述 可 以 运用 


l. dni bl e nZ23A n5 

2. da: ble nZ3An—m 

3. dni Moe nZ23A n mn 

4. Jn: HM * nZ23V n5 LJ 

练习 7.43 对 下 列 陈述 运用 one-point 
规则 。 

1. 3p: Persons pp 拥 有 红色 汽车 人 p= 
UE 

2. Jp: Person * p WELT & LEAD 


BOX HUE A p— Mak 

3. Jp: Person» 
WEA Jq: Person + 
EX 

4. dpi Persons p BA ZLG IX A p 
CEA Ag: Person * ^ q BAA EIR A 
PBK ga Aq=BR C] 

one-point 规则 的 自然 演绎 形式 如 下 
AT AR o 


bp 拥有 红色 汽车 人 p= 
一 gg 拥有 红色 汽车 人 p 





Jr: X* pAx 


X: 
plua TAE X 
$i 7.32 
Jp: Persons p WE EZL& IKE A p DL dE 
贝 基 拥有 红色 汽车 人 贝 基 € Person 
[one-point 规则 ] G 
注意 ， 由 于 one-point 规则 是 一 个 等 值 
式 ， 所 以 下 面 也 是 有 效 的 推理 规则 。 
SEULS Lone point 规则 ] 
例 7. 33 
V 3E SIE £LG E A UL IE C Person 
Jp: Person，p 拥有 红色 汽车 人 p= 二 贝 基 
[one-point 规则 ] 口 


‘fone- point # Jt] ] 











7.13 附加 练习 


练习 7.44 考虑 集合 People. 满足 
(GR. BRA, BH) C People， 以 及 谓词 
happy, in pain 和 angry， 所 有 这 些 谓词 
都 与 集合 People 相关 。 
使 用 谓词 逻辑 表示 下 列 描述 
“阿里 高 兴 。” 
2. "EUR 24H DUSSI B ^E ^CB dE X 


3.“ 如 果 阿 里 高 兴 那 么 琼 就 不 高 兴 。” 

4.“ 如 果 有 人 不 高 兴 或 有 人 痛苦 ， 那 么 
JR AC LU 

5,“ 如 果 没 有 人 痛苦 ， 那 么 琼 不 高 兴 。” 

6. “如 果 每 个 人 都 高 兴 ， 那么 琼 就 
痛苦 。” 

练习 7.45 符号 化 下 列 关 于 狗 的 谓词 。 

1.“ 某 些 狗 曾 受过 良好 的 训练 。” 

2.“ 对 于 任意 一 条 狗 ， 如 果 它 整洁 且 曾 
受过 良好 训练 ， 那 么 它 有 吸引 力 。” 

“ 某 些 狗 温顺 且 曾 受过 良好 的 
训练 。” 

4.“ 所 有 温顺 的 狗 都 曾 
训练 。” 

5.“ 某 些 狗 温顺 只 有 当 它 曾 接受 
训 狗 员 的 训练 。” 

2&5] 7.46 ”假设 有 谓词 plane, 
boat， 使 得 plane(c，d) 表 示 可 以 乘 飞机 从 
国家 c 前 往 国家 4d ，train(c，d) 表 示 可 以 坐 
火车 从 国家 c MEAZ d, boate, DRR 
可 以 乘 船 从 国家 c HIE RK d. 

使 用 谓词 逻辑 表示 下 列 描述 。 
l. 可 以 乘 飞 机 从 法 国 飞 往 新 加 坡 。 
2， 可 以 乘 火 车 和 乘 飞 机 从 法 国 前 往 
国 。 
3. 可 以 乘 飞 机 、 乘 火车 及 乘 船 从 法 国 
前 往 英 国 。 
4. 至 少 有 一 个 国家 可 以 从 英国 出 发 乘 


受过 良好 的 


每 一 个 


train, 


R 





iW 34 GEO 
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火车 到 达 。 

5. 任何 从 法 国 出 发 乘 飞机 可 以 到 达 的 
国家 都 可 以 从 英国 出 发 乘 飞 机 到 达 。 

练习 7.47 假设 有 练习 7.46 中 的 请 
词 ， 给 出 下 列 谓词 逻辑 陈述 的 等 价 自然 语言 
HE. 

l. Jc: Country * train f&8B BS. cc) 人 一 
train IR. c) 

2. — 3c: Country + boat it. c) 

3. Vc, d: Country + plane(c, d) => 
plane(d, c) 

4. Yc, di Country + 
boat(c. d) 

5. Vc: Country * ^ planeCc, c) 

练习 7. 48 

L 给 出 -个 谓词 A， xz 在 p PER, 
得 Vr: 时 ，p 及 x: N，p 同 时 等 值 于 
false, 

2. 给 出 一 个 谓词 p，z Ep 中 出 现 ， 使 
Var tls p Bia: N : p lal at | (AF 
true, 

3. 给 出 一 个 谓词 p,， xz 在 户 中 出 现 ， 使 
得 Vr: N e p SAF false, H3x: N * p 
等 值 于 true。 

练习 7.49 假设 p—r—yy. BaF 
列 陈述 的 真 假 性 。 

Vx; N* dy: Nop 

2.42: + Vy: Nep 

3.Vy: 1 * dx: Nop 

4.Jy: 1 * Va: N * p 

练习 7.50 假设 有 如 下 集合 ， 使 得 
Ca pital — Country X City, 

Capital (GR ES, FB), (USA, tE 
盛 顿 ) 

假设 cE Country R d € City, FINE 
词 哪些 是 有 效 的 ， 哪 些 是 可 满足 的 ， 哪 些 是 
不 可 满足 的 ? 

l. Cc. dD € Capital 

2. (USA, d) € Capital 


plane (c, d)=> 


3. (USA, d) € Capital Ad — ELS 
4. (USA, d) € Capital A d= 1E AR 
5. (USA, d)€ Capital V (france, d) 


€ Capital - 
练习 7.51 对 于 下 列表 达 式 ,说明 哪 
些 变 元 是 自由 的 。 


L Yz; X*(r=yA dy: X’? yz) 
2.(À xÀ:i Xe r=y)A(Iy: X* y=z) 
3.Vx: Xe dy: Xe (r=yAy=z) 


练习 7.52 给 出 下 列 替 换 的 结果 。 

l. Yz: Xe Cr=yA dy: X* yx) 
[wr] 

2. Yr: Xe (=y Jy: X* yz) 
[w/ y] 

3.Vxi Xe (r=yA Jy: Xe y=2) 
[w/z] 

4. Vz: X*(x=yA Jy: X* y-x) 
[1/2] 

9. Vr: X * ox yAdy: X* yz) 
Ly/z]Lw/ y] 

6. Vz: Xe (r=yhN Fy: X yx) 
[y/z. w/y] 

5&2] 7.53 确定 下 列 命题 哪些 为 真 ， 


哪些 为 假 ， 哪 些 未 定义 ? 
1. (pn: N | n—1«m E4 
2. (yn: N | n—1273)4 
3. Cun: N | n-1=3+ n°) >4 


7.14 练习 解答 


7.1 

l. 所 有 的 狗 都 嗅觉 好 。 

2. 所 有 的 狗 都 或 者 受过 良好 的 训练 或 
者 是 小 狗 。 

3. 或 者 所 有 的 狗 都 受过 良好 的 训练 或 
者 所 有 的 狗 都 是 小 狗 。 

4 对 于 任意 的 狗 ， 如 果 它 是 小 狗 ， 那 
么 它 一 定 受 过 良好 的 训练 。 
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5. 如 果 所 有 的 狗 都 是 小 狗 ， 那 么 所 有 
的 狗 都 受过 良好 的 训练 。 
7.2 不 是 。 假 设 Dog 只 由 两 个 元 素 fido M 
lassie 组 成 ， 而 且 fido 不 是 小 狗 并 且 受 过 和 良 
好 的 训练 ， 而 lassie 是 小 狗 而 且 没 有 受过 良 
好 的 训练 。 在 这 种 情况 下 ， 陈 述 4 等 值 于 下 
面 的 表达 式 。 
(fido &&/] => fido 受过 良好 的 训练 ) A 
(lassie 是 小 狗 之 lassie 受过 良好 的 训练 ) 
这 一 表达 式 等 值 于 false。 另 一 方面 ， 第 二 
个 陈述 等 值 于 下 面 的 表达 式 。 
(fido 是 小 狗 A lassie 是 小 狗 ) 
^ (fido 受过 良好 的 训练 
A lassie 受过 良好 的 训练 ) 
这 一 表达 式 等 值 于 true。 
7.3 
|l. Va: Peoples x XXX(£'& BE 
2. Va: People * (x 是 素食 者 之 一 (7 
喜欢 佳 发 蛋糕 ) ) 
3. Vr: People * ( 工 嘉 欢 佳 发 蛋糕 V rz 
是 素食 者 ) 
4. (Vr: Peoples r BRIER BE) 
V 
(Vac: People* x ERRE) 
009. V xi Peoples Ox BRIER SEA 
是 素食 者 ) 
6. CV ri People» 
A 
(Yr: People * x ERRE) 
7.4 不 是 。 考 虑 只 由 两 个 元 素 吉 姆 和 琼 组 
成 的 集合 People。 假 设 吉 姆 是 素食 者 且 不 
喜欢 佳 发 蛋糕 ， 而 琼 不 是 素食 者 且 喜 欢 佳 发 
蛋糕 。 在 这 里 ， 陈 述 3 等 值 于 trxe， 而 陈述 
4 等 值 于 false, 
7.5 是 的 。Y 是 合 取 的 广义 形式 ， Ak, 
前 者 对 于 后 者 满足 分 配 律 。 
7.6 1, 2 是 假 的 ，3，4 是 真 的 。 


zx 喜欢 佳 发 蛋糕 ) 





O 这 里 还 是 要 注意 ， 内 为 X 是 类 型 ， 所 以 《天 他 (在 本 书 中 ) - 


7.7 

1.“ 某 些 狗 嗅觉 好 。” 

2.“ 某 些 狗 或 者 嗅觉 好 ， 或 者 是 小 狗 。” 

3.“ 对 于 某 些 狗 ， 如 果 它 们 是 小 狗 ， 那 
么 它们 受过 良好 的 训练 。” 

4,.“ 如 果 某 些 狗 是 小 狗 ， 那 么 某 些 狗 受 
过 良好 的 训练 。” 


7.8 
l. da: People， r KERE 
2. jx: People * (x 是 素食 者 之 一 (7 
BOXER SUBE) 
3. dx: Peoples (x EXE S REV x 
是 素食 者 ) 
4. (ja: People” r BRIER EIE) 
V 
(dz: People * x ERRE) 


9., da: People * (7z 喜 欢 佳 发 蛋糕 Ar 
是 素食 者 ) 

6. (dz: People* 

A 
(da: People * x BEB HF) 

7.9 是 的 。 3 是 析 取 的 广义 形式 ， 因 此 ， 
前 者 对 于 后 者 满足 分 配 律 。 
7.10 不 有 是。 考虑 只 由 两 个 元 素 吉 姆 和 琼 组 
成 的 集合 People, BREWER, W 
是 他 不 喜欢 佳 发 蛋糕 ， 而 琼 不 是 素食 者 ， 但 
是 喜欢 佳 发 蛋糕 。 在 这 里 ， 陈 述 5 SAF 
false， 而 陈述 6 等 值 于 true, 
7.11 它们 都 为 真 。 
7.12 是 的 ?9。 如 果 户 对 集合 X 中 的 所 有 元 
素 都 成 立 ， 那 么 可 以 得 出 它 对 集合 X 中 的 
某 些 元 素 成 立 的 结论 。 
7.13 不 是 。 我 们 不 能 因为 p HBA Xp 
的 某 些 元 素 成 立 ， 就 说 它 对 集合 X 中 的 所 
有 元 素 都 成 立 。 
7. 14 

l. pS(n=n) 


r EIERE) 


译 者 注 
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2, pe(n>3) 
7.15 4 是 有 效 的 ,1 和 3 是 可 满足 的 ，2 
和 5 是 不 可 满足 的 。 

7.16 

1.“ 某 人 不 喜欢 某 人 。” 

2.“ 某 人 不 喜欢 每 个 人 。” 

3.“ 每 个 人 不 喜欢 某 人 。” 

414.“ 每 个 人 不 喜欢 每 个 人 。” 


l. dp. qi Persons ^ p EXq 
2. jp: Person * Yq: Person e 一 pE 


dq: Persons ^ p & 


Person * 


3. V bi 


4. V p, q: Person + 
l. 3 Te 
2. J Ji 
3. J Te: 


Moe rx 
Moe Wy: N 


Day 
“XSyArzyA 


7 的 辖 域 
(Vr; Xe PACAy: Y » —4 


Lo 


BS FE d 

其 中 ， 使 用 约束 来 区 分 不 同 的 辖 域 。 
7. 20 

1. x 的 出 现 是 自由 的 。 

2. 的 出 现 是 约束 的 。 

3. c 的 两 个 出 现 都 是 约束 的 。 

4. + 的 出 现 是 约束 的 ，y 的 出 现 是 自 
由 的 。 

5 x 的 出 现 是 约束 的 ，y 的 两 个 出 现 是 
自由 的 。 

6. 工 的 第 一 个 出 现 和 y 的 唯一 出 现 都 
EAR. i x 的 第 二 个 出 现 是 约束 的 。 

7. My 的 出 现 都 是 约束 的 。 

8. > 的 第 一 个 出 现 是 自由 的 ，y 的 第 二 
个 出 现 和 :的 唯一 出 现 都 是 约束 的 。 
7.21. 可 以 对 所 有 不 含 自由 变 元 的 陈述 赋 真 





)Ar) 


值 ， 即 2、3 和 ?7。 
7.22 1 和 3 是 命题 . 2 是 谓词 。 
7. 23 

l. 对 于 这 一 表达 式 ，x 可 以 替换 。 

2. 对 于 这 一 表达 式 ， 没 有 可 以 替换 的 
变 元 。 

3. 对 于 这 一 表达 式 ，y 可 以 替换 。 

4. 对 于 这 一 表达 式 ，y 可 以 替换 ，z 不 
Ay ES, 

9. 对 于 这 一 表达 式 ，y 及 x 的 第 二 个 出 
现 可 以 替换 ,但 x 的 第 一 个 出 现 不 可 替换 。 
7. 24 

l. 奈 杰 尔 高 兴 
2， 奈 杰 尔 高 兴 人 y 悲伤 
3. 人 奈 杰 尔 高 兴 V BARR AE BG 
4. r B V ANGE 
9. Va: People* x E X 
6. Ver: People * x BMV x EG 
7 


- CV xi People * x B MV 奈 杰 尔 


l. Yr: N + x0 
2. Vr: N + x3 


3.3 >0 A Va: N 723 


4.3>0A Vr: N ery 


~ 


lx? —49[ y--3/r1[4/ y] (y +3)? 
—49[4/ y] (4+3)? 
=496true 

2.2° =49[y+3/x, 4/y](y +3) 
=49 

3. x? y[y3/rj[4/y]eCy- 3»? 

—y[4/y]es(44-3»? 

>4true 

2 > ylyt 3/2. A/y]eCyd- 3)? 

24 

7.27 2、3、5 和 7 可 能 引发 变 元 俘获 。 


> 
N 


l. Vr: N 


* rx 
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2, Yz: tle xr 如 果 p(n) FEF true， 那 么 第 二 个 合 
3.Vz. N mid, WA false; 如 果 p(n) 等 值 于 false, BAB 
4. Vx. y: N * xy 一 个 合 取 为 false。 因 此 ， 这 一 陈述 等 值 于 
5. Vw; N+ wr false, 
6. Vx: hk try 2. Vni | p(n) * false p(n) 
7T. x 320A V zi; N + zzrc3 Ean: * pGD (false p(n)) 
7.29 结论 总 是 等 值 于 true。 因 此 ， 这 一 陈述 
l. Vp: People! p Ek & t * p Sx 等 值 于 true, 
Lor p 3. dn: Nin€Z n XX 
2. Jp: People| p EX si t p BOX em N*n€Q An 是 素数 
J A MES & Jn: N * falseA n REX 
3. Vp: People| p xk t: * p €x false 
FRAKES A p BUR 4. Vm N In€ -n x 
4. V pi People| p EXC & E Ap BK evn: N nE Son BRK 
MAB +p EREA Yn: N * false 是 素数 
5. dp: People | b W3XX EE Ap EK true 
HARR - p EKER 7.32 1 和 2 为 真 ， 3 和 4 为 假 ?。 
6. Jp: People| p 喜欢 吉 士 :bp BK 7.33 
BOSE Ap EKER 1. 3n: N+ QUE T MAF AnX1A 
7.30 Ym: N | mén+ > mÆ TH 
l. Vp: Peoples p XX di E p BK 因子 Vm 二 1) 
B 2. n: N * (Vm; NK * n&imA 
2. Jp: Peoples p EXXii EA p B 


Vi: N læn. dm, N * Dm 


FR 3. dn: N * (Vm: N nmh 
3. Vp: Peoples p &X i (p E ] i 
. Vi: Nilzn*dmi N *l<m) 
PORES A p EER 4. Vn: N * G N e (nZ2mAVI 
. . . . . =m : 
4. Vp: Peoples Cp XXE Ap m: N "ub =p, 
KRABI p EX E men 
5. Jp: Peoples pRRAELApHK 704 | 
JE PL EA p EREE l. (gan: Mountain | m 是 世界 上 最 高 的 ) 
6. Jp: Peoples p EXC d: Ap 喜欢 2. fam: Mountain | m 是 世界 上 最 高 
3 PS SESL A p 3DXCSE HJ * height(m)) 
7.31 3. (up: People | p 是 世界 上 最 老 的 ) 
]. dn:N | p(n) * true p(n) 4. (up: People| pb 是 世界 上 最 老 的 
nationality( p)) 


Sdn:N + p(n) A (true>— p(n)) 
9. Cun: N | (Wm: K + nim) 





O 原 书 的 解答 "4 AA’ RRR. AWM Fn=1, ARP mOn 71 A m=O nmm. SARA 7.33 的 解 
答 。 WERTE 
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7.35 1.3 H5 为 真 , 2 和 4 未 定义 。 eO X PV (jr: Xt) 
736 [规则 7.5] 
l. (3r: X* peda: X*g eVxi: Xe poí3zxi X+q 

eO XV Xp [规则 3.18] 
[规则 3.18] — 7.37 
eO X DV Xe) Lo Vai X. pq 
[规则 7. 5] SVr: X*opVq--.. [XUI 3.18] 
>(Jr: Xn VO x; X*g (Vz; X5 pVa [规则 7.17] 
[规则 7. 8] eo3z Xe p)Vq [规则 7.5] 
ejr X*-pVq DN 7.3] eds: X+p)>q — [UM 3.18] 
SFr: X* pq [规则 3. 18] 2. Jax: X* pq 
2. Jar: X pq Jr: X-*—pVq [规则 3.18] 
Six: X*— pVq [规则 3. 18] ex3z:; X*5 p) Va [规则 7.19] 
(Jr: Xeo pV: X+q) 这 (一 VYz: X*>pVq [规则 7.5] 
[规则 7. 3] (Yr: Xe pq [规则 3.18] 
7.38 
(Nas Xt ph n X*9 上 [人 4 取消 去 规则 1] [V2 Xs 0A Vr: Xs ahrag cag 


Yr: X * 6[ 全 称 量词 消去 规则 ] V A egi ii o EO 


p 
[ 合 取 引入 规则 1] 
pA ex 
4 -一 ~ [全 称 量词 引入 规则 2] 


Va: X* pAq A 
Vr: X* pAWG, X: po Vr: Xo pag me AR 

















7.39 
[€ XE [vr X PNG [全 称 昌 词 消去 规则 ] [7€ X b. [as X .pAgh[ 和 称 量词 消去 规则 ] 
2A4[ 合 取消 去 规则 1] ` 2 人 A4[ 合 取消 去 规则 2] 
- ^r 5[ 全 称 量词 引入 规则 2] ya [全 称 量词 引入 规则 ;] 








[ 合 取 引 入 规则 ] 


(Yz: X*pA(Vr: X*g) 5[ 蕴 含 引 入 规则 1] 


(Vr; X* pAq)o(Vxi X* pA Vx, X*q 





7.40 . 
[35 XP ires] [3z: 时 * 户 下 [存在 量词 消 夫 规则 ] 
Pgh RSL A BE 1] z VS bral A BUM 2] 
Paar: X* pV 4a: Xglh Far -PVat 存 在 量词 引入 规则 ] 3a; X. py EE RAS Aw) 





[ 析 取 消去 规则 ?] 


jx: X* pVq [蕴含 引入 规则 ; ] 


(Chr: X* fVCO3x; X* qDo(3x, X*pVg 
7.43. 我 们 以 要 证 明 的 陈述 为 树 根 开始 ; 
Je: X* 3y: Yo p dy: Y* dx: Xp 
在 此 阶段 运用 列 含 引入 规则 ， 给 出 下 面 的 结果 。 








98 





dv: Ye da: X*p 


[蕴含 引 人 规 则 ,] 





Ja: X- dy: Y-pody. Y- Jz: Xep 


间 消 去 规则 完成 这 一 证 明 ， 因此， 下 一 步 证 明 如 下 所 示 。 
(3nXtd»Yopl] 3y:Y* Ix:X:p[ 存 在 量词 消去 规则 ,] 





dy:¥" jx:X*p 
可 以 按 下 面 的 形式 完成 证 明 树 。 


[rE XAp b 


TEX 


[ 合 取 消去 规则 1] 


[*€ XAp [人 取消 去 规则 2] 





[3€ Y A? hr uas es 1] 
y€Y 


P [存在 量词 引入 规则 ] 
Jr: X*P [存在 量词 引入 规则 ] 





[3y: Y*pb 


dy: Y* Jx: X*p 


[存在 量词 消去 规则 ;J 





dy: Ye Jz: Xp 


央 为 不 存在 没有 释放 的 假设 ， 所 以 可 以 得 出 下 式 是 谓词 逻辑 定理 的 结论 ， 
dx: X» dy: Yr p>Jy: Ye Jr: Xp n 


7.42 只 能 将 one-point 规则 运用 于 陈述 1 
和 2。 在 陈述 3 中 ， 项 mtn 中 自由 出 现 的 
n 原本 是 约束 变 元 。 在 陈述 4 中 ， 无 法 确切 
地 确定 n 的 值 (不 符合 规则 的 格式 )。 
7.43 

1, D dE € Person ^ 贝 基 拥有 红色 汽车 

2. Wak € Person A 贝 基 拥 有 红色 汽车 
A Wl FE SE eK OE 

3. Wak € Person ^ 贝 基 拥 有 红色 汽车 
A Aq: Person * ^ q HAA ARE A WK 
喜欢 

4. 贝 基 E Person A 贝 基 拥有 红色 汽车 
ABEE Person A 一 里 克 拥 有 红色 汽车 信忠 
基 喜 欢 里 克 
7.44 

l. happy Bay HD 

2. happy BR) Sangry (ME) A in. pain 
EER) 

3. happy E )-—— happy( 琼 ) 

4. CC dp: People * ^ happy Cp) V 
(Jq: People * in pain(q))) happy OR) 

9. C^ Jp: People * in. pain ( p)) 2^ 
happy (FR) 

6. CV pi. People * happy (p)) => in_ 
pain( 琼 ) 


7.45 

l. 3d: Dog + well trained(d) 

2. V di Dog * neat(d) A well trained (d) 
=attractive(d) 

3. dd: Dog * gentle(d) \ well _trained(d) 

4. Vd: Dog * gentle(d)=>well_trained(d) 

5. Jd: 
groomed(d, t) 
7.46 

1. piane( 法 国 ， 新 加 坡 ) 

2. train A H., WE) A plane HER, 
德国 ) 

3. train (法 国 ， 英 国 ) A plane (法 国 ， 
英国 ) A boat EE], 3 EDO 

4. Jc: Country * train GE fl, c) 

9. We: Country + plane (X H, c)> 
plane( 英 国 ，c) 
7.47 

上 “至少 有 一 个 乘 火车 能 够 从 德国 到 达 
且 不 能 乘 火 车 从 爱尔兰 到 达 的 国家 。” 

2.“ 不 存在 乘 船 能 从 瑞士 到 达 的 国家 。” 

3.“ 如 果 乘 飞机 能 从 一 个 国家 到 达 另 一 
TAR, BA TWH KRM RH 
旅行 。” 

4.“ 如 果 乘 飞机 能 从 一 个 国家 到 达 另 


Dog * gentle(d)=> Vt; Trainer + 
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—^ RR, BA th A E BA LGB B 
旅行 。” 

5. “不 能 乘 飞机 从 一 个 国家 到 达 它 
Hu. 
7.48 


1 
2. rcr 
3. 70 
7.49 1.2 和 4 为 假 ，3 为 真 。 
7.50 1、2 和 4 是 可 满足 的 ; 3 是 不 可 满足 
的 ; 5 是 有 效 的 。 
7.51 

L y 的 第 一 个 出 现 是 自由 的 ，z 的 出 现 


也 是 自由 的 。 
2. y 的 第 一 个 出 现 是 自由 的 ，z 的 出 现 
也 是 自由 的 。 
3. z 的 出 现 是 自由 的 。 
7.52 
Vz: X*Cr=yA dy: X* y=xz) 
Vx: 
Va: 
Vv: 


e (r=5yA Jy: X* y=w) 
. (uv 一 yA Jy: X* y=7) 
Yr: e (r=wh Jv; X*v—u) 
Va: X*(xr=wAdvu: X*v—y 
7.53 1 未 定义 ，2 为 假 ，3 为 真 。 


eS > 
X 0X X Od 


D Ci 





第 8 章 


在 第 6 章 ， 我 们 看 到 了 笛 卡 儿 积 。 给 定 
BIS RA X HY. HORULTRXXY 定义 为 形 
为 (z，y) 的 所 有 序 偶 的 集合 ， 其 中 ，>xEX 
且 vEY。 然 后 ,在 第 7 章 ， 我 们 学 习 了 谓 
词 逻辑 。 可 以 对 具有 某 些 值 Wl v 的 谓词 p 
进行 推理 。 例 如 ，p(x，z) 表 示 谓 词 p 对 序 
u, om. dti. WR u eX 的 元 素 ， 
vÆ Y WR, BAC. vExxy, MH 
所 有 满足 p 的 序 侦 构 成 XXY 的 子 集 。 本 章 
讨论 这 样 的 笛 卡 儿 积 的 子 集 ， 称 为 关系 。 对 
此 论题 需要 进一步 了 解 的 读者 可 以 参考 
[DG00]， 这 本 教材 集中 讲解 集合 论 、 关 系 
(本 章 内 容 ) 和 函数 (下 一 章 所 学 内 容 )。 


8.1 二 元 关系 

在 第 6 章 ， 我 们 学 习 了 如 何 利用 笛 卡 此 
积 定义 序 偶 的 集合 ， 第 卡 儿 积 AX B 是 满足 
aE€A 且 bEB 的 所 有 形 为 (a, 56) 的 序 偶 的 
集合 。 我 们 还 看 到 了 ， 所 有 标准 的 集合 论 运 
算 符 均 能 运用 于 第 卡 儿 积 。 因 此 ， 例 如 有 

(GRE. 650. (HR, 600) C UR X. 
FAK} X (60, 65) 

这 里 ， 序 偶 的 集合 {( 杰 克 ，65)，( 吉 尔 ， 
60)} 将 杰克 和 吉尔 的 年 龄 与 他 们 的 名 字 联 系 
在 一 起 ， 而 稍 卡 儿 积 则 单纯 地 生成 适当 类 型 
的 所 有 可 能 序 偶 。 集 合 {( 杰 克 ，65)，( 吉 尔 ， 
600 } 称 为 关系 (relation) ， 在 杰克 与 65 DAR 
尔 与 60 之 间 存 在 某 种 关系 。 更 一 般 地 ， 稍 卡 
JLE AX B 的 任意 子 集 R 是 一 个 关系 。 

例 8.1 考虑 集合 A={a, b, OM B= 
{0，1})}。 笛 卡 儿 积 AXxB 为 

AXB={(a, 0), (a. 1), (b, 0), 
(hs 1), Cc, O), Cc. D) 

这 一 集合 的 所 有 子 集 (包括 空 集 和 该 集 


天 OR 





合 本 身 ) 都 是 这 一 类 型 的 关系 。 L) 

如 果 序 偶 (e，0) 在 关系 尺 中 出 现 ， 那 
A, Wik "HAR fea Mo ERE”. XA 
以 用 多 种 方式 表示 。 例 如 ， 可 以 写成 (a，5) 
ER, R, 5)、a DbER, 或 者 ， 在 特定 
环境 下 ， 写 成 a R 5。 当 书写 成 a 上 5b 时 ， 
将 序 偶 Ca. 46) 看 成 关系 中 的 一 个 映射 
(maplet), 

fl 8.2 可 以 如 下 定义 自然 数 集合 上 的 
less than 关系 。 

less than (m, n: | mn * On, n)} 

内 此 ， 可 以 如 此 书写 : 315 € less_ 
than, less than (3. D 3X d (3, 5) € less_ 
than。 也 可 以 写成 3 less than 5, g 

Hj ASB 表示 集合 A MB 间 的 所 有 关 
系 的 集合 。 这 里 ， 

Ac B-—?(AXB) 
因此 有 less than IN eN, 

例 8.3 关系 的 集合 {杰克 ， d le 
(60，65} 如 下 所 示 。 

(8. (RE 60}, (AHH 65), UH 
IRA 60}, (AH 65}, 

{ASEH 60, AFH 65). (AR BED 60, 
TRO 60}, (RE 60, HAH 65), 

UAR 60, RA 65}, (WR 60, 
HRM 65), (RE 65. HH 65}, 

(RE 60, AE 65, FIR 60}, 
(RE 60, RHR 65. Re 65}, 

(RE 60, FR 60, E/R 65), 
{ 杰 克 F> 65, HAH 60, dp 65}, 

{杰克 HF 60， 杰 克 F> 65， 吉 尔 FS 60, F 


IH 65》) L] 
练习 8.1 对 于 A={0, 1} 和 B= {x， 
3) ， 给 出 关系 的 集合 AmB, 口 


练习 8.2 回想 一 下 第 6 章 的 公理 定义 
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的 概念 。 在 那里 ， 如 下 定义 满足 n-100 的 
自然数。 
nil 
n 100 
使 用 公理 定义 米 定 义 下 面 的 关系 。 
1. 自然 数 上 的 equals KR, HP Cm, 
n) € equals KHA 4m=n, 
2. 集合 People 上 的 looks. like € 
这 里 ，(p，g) € looks Hike S4AR4AP p 
GAM q 相像 。 
3. 集合 People 与 Food 间 的 likes X 
系 。 这 里 ， 当 且 仅 当 人 物 p 喜欢 食物 了 时 ， 
(ps PDE likes 成 立 。 
4. 关系 double of. prime, Hp im, n) 


€ double of. prime KRIA n HEHH m 





是 ?的 两 倍 。 [] 


8.2 关系 的 推理 


本 质 上 ,关系 只 是 序 偶 的 集合 。 因 此 ， 
判定 两 个 集合 是 否 相等 的 技术 也 可 以 用 于 判 
定 两 个 关系 是 否 相 等 。 

当 两 个 关系 尺 和 S 刚好 包含 相同 元 素 时 
称 尺 与 S 相 等 ; RS SHS 4AW4 MF 
当 类 型 的 任意 序 偶 (z，y)，(z，y)ERGe Cr， 
y)ES 成 立 。 本 章 所 给 的 等 值 式 及 前 面 章节 
所 给 的 规则 都 可 以 用 于 证 明 关 系 相等 。 

练习 8.3 证 明 
* Qi, m)}={m, n: N | m=n} 


C] 


{an ts 





8.3 定义 域 和 值 域 


给 定 关系 RCAeGB, 集合 A RAR 的 


源头 (source), 集合 B 称 为 R 的 目标 
(target) , 内 此 ， RERE, 吉尔 } (60, 


O 中文 参 考 书 一 般 称 作 关系 图 。 一 一 译 者 注 





65} 的 源头 和 目标 分 别 是 ! 杰 克 ， 吉 尔 } 和 
(60, 65), M SG: e 的 源头 和 目标 均 为 
1 。 这 两 个 术语 是 由 映射 的 相关 概念 而 来 
的 。 例 如 ， 若 尺 定义 为 

R-—(R3EO 65. diu 60} 
那么 ， 源 头 中 的 元 素 出 现 于 映射 的 起 点 一 侧 
(pointing from)， 而 目标 中 的 元 素 出 现 于 映 
射 的 终点 一 侧 (pointing to). 

用 图 形 表示 关系 的 一 种 方法 是 使 用 “ 土 
豆 图 ”(potato diagram)” ; 这 样 的 关系 图 特 
别 强 调 源头 与 目标 的 不 同 。 这 样 的 图 中 包含 
源头 和 目标 的 所 有 元 素 ， 以 及 标识 源头 的 哪 
些 元 素 与 目标 的 哪些 元 素 有 关联 。 

例 8.4 设 有 如 下 集合 和 关系 : 

House _mates= (JLH. I#L. BDH) 

likes= (ILH UH. DLH) 

likes 的 土豆 图 如 下 所 示 。 


aLI 


uy 





在 这 里 ， 图 的 左边 是 Likes 的 源头 ， 右 
边 是 它 的 目标 。 另 外 ， 稍 头 指出 关系 所 包含 
HRN: 凯 琳 喜 欢 马 特 及 马 特 喜 欢 凯 莉 。 特 
别 要 注意 的 是 ， 两 边 所 列 的 名 字 刻 画 了 关系 
的 源头 和 目标 ;两 个 集合 的 所 有 元 素 都 必须 
在 图 中 出 现 ， 而 不 仅 是 那些 映射 到 的 和 被 映 
射 的 元 素 。 口 

KAR R HJE XR (domain) H Hi UT iE 
关系 的 源头 的 元 素 组 成 ， 即 由 被 映射 的 元 素 
组 成 。 若 REA+>B， 则 R 的 定义 域 dom R 
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定义 为 

dom R—íaq: A: b: Blac26€R*aj 
Weal dy mox rS xis RTI. FED He HE 
dom 的 另 “种 定义 ， 如 下 所 示 。 

dom R= ir: Rer. l) 


例 8.5 对 于 关系 
likes LPO BaF. GRR OLA | 
{i 
dom Likes = LB. BRR N 





KA R HHEH range) h ih MFR 
的 日 标 中 的 元 素 组 成 ， 即 由 那些 映射 到 的 元 
XD. 车 REA<>B. WR 的 值 域 ran R 
定义 为 

ran Ria 3 As bp:BlaPbER. bi 
同样 加 点 符号 提供 了 ran 的 另 一 种 定义 ， 
hii P ra. 

ran Ro ir: R * r. 2i 

例 8.6 对 于 关系 

likes (Lo $$. RRR LA) 
fi 

ran LiRes 一 ( 凯 莉 、 马 特 } 口 

638.4 给 出 下 列 关 系 的 定义 域 和 
ffi b 


il, 20, C2. 3). (3, 4)} 

2.in* 0. I wsllO+ On, 202] 

3. in: "Oi. ny} 

Jein? e(n, n+1l)} 

5.in t5. 5nzEn * On. nd} Ld 
练习 8.5 wR AS MBE XY 的 元 


A. WE] 
dom(k U S) - (dom R) U (dom S) 
成 江 。 口 
练习 8.6 i RAS 都 是 XY 的 元 
A. Wu 
ran RU) S) (tran R)U Cran S) 
成 立 。 
练习 8.7 
3x. uU] 
ran R(10)-—ranCS(19) 

















RAS 都 是 外 >Y 的 元 





成 立 。 J 


8.4 关系 的 逆 


关系 RE A<>B 的 送 关 系 是 RR 的 镜像 。 
例如 ,车 尺 是 如 下 关系 

{Cal, 61), (a2. b2)? 
则 它 的 逆 关 系 ( 记 作 R 或 RR ) 是 

(Gl, ald, (b2, a2)} 
R 的 定义 域 是 它 的 道 关 系 的 值 域 ， 而 尺 的 
(MEE MwA IM. Bb. ARE 
AoB, WR  EBOA, 

可 以 如 下 给 出 关系 民 的 道 关 系 的 形式 


R^-—ia: As 0:DBIdrpER bea} 
例 8.7 再 次 考虑 如 下 给 出 的 关系 
likes, 


likes (BUB A BR. Gol Fi} 

这 一 关系 的 道 关系 Likees 如 下 所 示 。 
likes" = {PHB F 马 特 卢 凯 莉 } 口 
用 土豆 图 表示 ,上 例 的 关系 如 下 图 


所 示 。 
va 


规则 8.1 对 于 任意 的 关系 RR， 有 

dom R^ —ran R 

ran R^ =dom R 

fj 8.8 考虑 以 下 集合 People 和 
Channels, UL K KR tv € People e 














Channels, 


People—(W 3k, BKM. ZB. WIEN) 
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Channels (bbcl. bbc2. itv. c4, c5} 
(tv (USERS pocl1， 爱 米 丽 Fy ito. WE 
e itu, BBR c5j 
X Wf, (v^ € Channels People 如 下 





所 示 。 
tv 一 1p0cl LOU. itv 2 XO BB. itv 
Poul dE. c5 929891 CJ 
练习 8.8 给 出 以 下 各 关系 的 逆 关 系 。 
LØ ) 
2.10. 1), (2, 20] 
3.10, 2), (2, 3), 03, 4] CJ 





练习 8.9 考虑 练习 8. 8 中 的 关系 。 设 
其 中 每 个 关系 都 具有 类 型 11，2，3， 4) & 
(1，2，3，4}， 使 用 土豆 网 表示 每 个 关系 的 
逆 关 系 。 go 


练习 8.10 设 Person, Mode 和 Animal 
为 如 下 所 示 的 集合 。 


Person= 一 ( 安 迪 ， 戴 夫 ， 吉 姆 ， JW. d jh) 
Mode= (AE, FE, KR, #17) 
Animal —($&. fi. WRA, fh. WR) 
考虑 如 下 关系 : 
owns=(( iH, Fy). Hie. WR), 
(吉姆 ， 金 鱼 ) Gk. J) 
travels {CE Ab). CAB. A), 
(吉姆 ， 开车)，( 琼 ， 骑 车 )， 
(Bi. FE) GRA, WA} 
计算 下 列 各 题 。 
L. owns” 
2. travels^ 
3. domCowns ^ ) 
4. ranCowms "^ ) 
dom(travels” ) 
. ran(travels^ ) 


.ran(travels” )() ran(owns^ ) 


on OQ» in 


-ran(travels~ ) |} ranCowns^ ) 


Mel 


. ranCtravels^ ) V ranCosens^ ) L1 
练习 8.11 BREXoY 的 元 素 ， 
证 明 
dom R^ =ran R 


成 立 。 M 
练习 8.12 设 R 是 XY 的 元 素 . 
证 明 
R =R 
成 并 。 C] 


8.5 关系 上 的 运算 


我 们 已 经 看 到 ， 给 定 关 系 RE XY， 
集合 X)，R 的 值 域 是 其 日 标的 于 集 ( 这 里 ， 
目标 是 集合 Y)。 例 如 .练习 8.10 中 的 关系 
travels 是 类 型 为 Person<>Mode 的 关系 ， 其 
定义 如 下 。 

travels (CE. HA). Cl. WA). 

(吉姆, JE AO. GR. NERO. 

Gu. FE) GRA. FAD) 

在 这 里 ，travels HA Bx i SR A AL. F 

车 ， 飞 行 ， 步 行 } 给 出 .而 它 的 值 域 则 由 ! 骑 

Æ. 开车 ,步行 ;给 出 。 对 于 此 例 . 值 域 是 

自 标的 真子 集 。 而 和 县，iravels 的 定义 域 ( 集 

Bi, MK, AW. NO ) 是 它 的 源头 ( 集 

合 { 安 迪 ， 戴 夫 ， 吉姆 琼 ， 瑞 克 }) 的 真 
子 集 。 

也 许 ( 不 论 是 何 原因 ) 我 们 希望 只 考虑 琼 
和 吉姆 所 用 的 交通 工具 . 利用 定义 域 限 制 
(domain restriction) i£ 8 fT Hy DA jit Sil 3x — 
点 。 给 定 关系 RR 及 其 源头 的 某 个 子 集 A 
XXX， 定义 域 限制 A<R 表示 将 R 定义 域 限制 
到 A E: 只 考虑 由 A 的 元 素 发 出 的 映射 ， 
而 扔 掉 所 有 其 他 上 映射。 因此 ， 有 

{ 吉 姆 ， 琼 ) q raves = CGF., WE), 
(吉姆 ， 开 车 )，( 琼 ， 骑 车 )，( 琼 ， 开 车 )) 

注意 ， 定 义 域 限 制 符号 指向 左边 ， 表 示 
我 们 限制 的 是 定义 域 ， 而 不 是 值 域 。 还 要 注 
意 ， 写 A4R 时 ，A 必须 是 集合 ,而 是 R 必 

下 面 是 定义 域 限制 的 形式 定义 (假设 民 
EXE H XY 的 关系 )。 








AQRz(r: Xi v:Y | 3€ AA (9v 
ER» Ge. v 


利用 国 点 符号 的 另 -种 定义 如 下 所 示 。 


AqR-—iz:RÍIz.ICA; 

练习 8. 15. V travels 为 如 下 关系 。 

travels (Ci. Het). Gh. 
gp4o. (吉姆 .开车 )， 


OE. SAO. (Og. JRA). 
(WE. WE) 

计算 下 列 各 题 。 

l. SA travels 

2. Person X] travels 

3. BEG G travels 

4. UC ad. E A < travels 

5. R, VER. i Q travels C] 

练习 8.14. WR iE XY fo XH 
AG. X UE 

domCA dq R2) -- A(1dom R 
成 立 。 O 

定义 域 伴 随 限 制 (domain co restriction) 

运算 答 是 定义 域 限 制 运算 符 的 补 。 给 定 关 系 

Re Koike Set) FAK ACN. 定义 域 伴随 限制 
A IRR R Bat CTE BaD m A 扔 掉 
所 有 由 从 的 元 素 发 出 的 映射 .保留 所 有 其 





余 映射 。 央 此， 有 
Cd BE. Biba cravels= ( (in. EG), 


GR. BEA} 
NM 
表示 我 们 限制 的 是 定义 域 。 还 有 ， 这 一 符号 
中 有 SUS RANE RE AE irum 
运算 符 ， 而 不 是 “肯定 的 ?限制 运算 符 。 
定义 城 作 随 限制 的 形式 定义 如 下 所 示 
( 冉 次 假定 RE XY), 
人 
ER» (r, yi 
使 用 加 点 符号 
ASR^iz: 
练习 8. 15 
竹下 刚 各 题 ， 


EAAMrDOy 


OBE Ps 
fe IEA} 
th " 设 有 关系 travels. tt 


l. Z «e travels 

2. Person «travels 

3 JË <a travels 

4.) BiH. RARI travels 

5. ied. WAK. py hs travels [] 
iz R » XY 的 元 素 且 





练习 8. 16 
ASX. HEA 

domCA -«iR) dom R\ A 
IM AF E 

Ak EB He ravels, Tani R AE 
ZE travels 中 步行 的 人 ， 利用 值 域 限制 
(range restriction) 运 算 符 可 以 做 到 这 一点。 
给 定 关 系 尺 及 目标 的 子 集 有 ESY. RDB K 
示 将 R 的 值 域 限制 到 B 上 上 : 只 考虑 映射 到 
D 的 元 素 的 那些 映射 扔 掉 所 有 其 余 映 射 。 
因此 ， 有 

travels D Lg E) = (Cà Bg. p ED. 

aa CHR. WE)? 

， 值 域 限 制 符号 指向 右边 ， RANK 
imas (RA. 还 要 注意 的 是 ， 写 成 民 > 
Bit, RYMBKAR. Bg EG. 

值 域 限制 的 形式 定义 如 下 所 示 ( 青 次 假 
E RR 是 类 型 为 X**Y 的 关系 )。 
RbB-—ix: Xi yi:Y|IvEBArpPYy 
ER» (x. y 
使 用 圆 点 符号 的 另 一 种 定义 如 下 所 示 。 
RDB=te:R 2. 2E€B} 
练习 8. 17 计算 下 列 各 题 。 
l. travels > Ø 
2. travels D Mode 
{步行 
4. travels {步行 ， 骑 车 ; 
练习 8.18 iR & XY HLH 





3. travels > 














ACX uk BR 


CAIRD =(R™ DA) 
成 立 。 O 
最 后 ， 值 域 伴随 限制 (range co-restriction) 
运算 符 是 值 域 限 制 运算 符 的 补 。 给 定 美 系 
及 目标 的 子 集 BGY. Re B Xm R KAR 
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伴随 限制 到 已 : 扔 掉 那 些 指向 B 的 映射 
保留 所 有 其 余 映射 。 内 此 ,有 

travels (p 4) =| Bi. CET. CH 
dB. AO. CO. JF 453 

同样 ， 值 域 伴随 限制 运算 符 指向 右边 ， 
表示 我 们 限制 的 是 值 域 。 另 外 ， 与 定义 域 伴 
随 限制 相同 ， 值 域 华 随 限 制 运算 符 中 也 有 一 
， 表 示 它 是 “否定 的 ”伴随 限制 ， 而 非 
“ 肖 定 的 "限制 。 

值 域 华 随 限制 的 形式 定义 如 下 所 示 ( 再 
次 假定 R 是 类 型 为 XY WHA). 

Ro B=ixr: X; v Y| y€BAr(y 


4r Wi 57 


€R e(r, y): 
RERBA RE EHI — Rog AF Z 


Ri:-B={z:R|x.2¢B) 
练习 8.19 计算 下 列 各 题 。 


. travels >Ø 


— 














2. travels t Mode 

3. travels & { HE 1T! 

4. travels (IE fr. FRA} 

练习 8.20 设 尺 是 XeY 的 元 素 且 
ACY. WEAH ' 

(RA) —(CA R^) 
成 立 。 口 





讨论 完 如 何 将 关系 限制 在 定义 域 或 值 域 
的 某 个 子 集 后 ， 自 然而 然 我 们 会 希望 考虑 特 
殊 关 系 对 定义 域 的 子 集 的 效应 (effect)。 关 
系 的 像 (relational image) 运 算 符 就 是 为 此 目 
的 而 定义 的 。 给 定 关系 尺 及 定义 域 的 某 个 
FRA. 关系 的 像 R( | A JORE ran RW 
一 个 子 集 ， 该 子 集 由 A 的 元 素 在 尺 下 映射 
到 的 元 素 构成 。 

例 8.9 E X EEG CEA. XI 
travels 给 出 如 下 结果 。 

CR., DEFT). ORK. HAD} 
相应 地 . 我 们 有 

travelsC | CE li. 
HE) 

如 果 考 虑 如 下 tiravels 的 土豆 网 ， 关 系 


MA} | ) = {步行 ， 














的 像 运算 符 的 效果 就 一 日 了 然 了 。 


travels 





如 果 只 考虑 从 安 迪 或 戴 夫 出 来 的 箭头 ， 
而 扔 掉 所 有 其 余 的 箭头 ， 则 可 以 得 到 下 面 的 
示意 图 。 





因此 ， 定 义 域 限制 返回 关系 的 一 个 子 集 
( 它 是 一 个 序 偶 的 集合 ， 其 本 身 也 是 关系 )， 
而 关系 的 像 则 返回 值 域 的 一 个 子 集 ( 元 素 的 
集合 ) 。 
例 8.10 定义 关系 showing WF., 
showing —(bbcl WATT. bbc? F> 文 献 片 ， 
itu Ha Ae EE ， 
cá EX IEEE I. cS BR H) 
这 里 ， 有 
showing( | (bbcl. bbc2) | 0 = GE W., 
文献 片 } 
设 REXe>Y， 关系 的 像 的 形式 定义 如 
下 所 示 。 
RC: Al )={r: X; 
Ar€A*yl 
使 用 圆 点 符号 可 以 给 出 关系 的 像 的 另 一 














viY|zHyveER 
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种 定义 、 如 下 所 示 。 
ROAD RIr.1€A. x2} 
练习 8.21 回忆 关系 travels. HEM 


Ub P Bron. 
travels — (CI ll. ABTS). CB, 
WiAD. CH. JP 4D. 
Om. pO. GR. FE). 
(HK. WE)! 
计算 下 列 各 题 。 
l. travels Z |) 
2. travelsC ; ipsu) | ) 
3. travels C | (BR) |) 
4. travelsC ^ i. drugs | ) 
5. travelsC | i Person] |) CI 
练习 8.22 设 尺 是 XeY 的 元 素 且 


AC. X HEH 
RC} A Lo ranC AQ RD 
JI v. E 


8.6 关系 的 合成 


在 8.4 WB, RP EIE Tu XXE. 
Au XR. RMR AR 实际 上 是 它 的 
镜像 。 然 后 ,在 8. 5 v. 我 们 考虑 了 关系 上 
的 凡 个 运算 : ss SLO ALLA I FE RR 
制 ， 以 及 关系 的 像 。 所 有 这 些 运算 都 与 一 个 


XH XI 下 面 我 们 考虑 的 运算 则 允许 把 两 
个 关系 结合 在 -- 起 ， 构 成 与 它们 相关 的 第 3 
PER, 


给 定 两 个 关系 尺 和 S， RNR SR 
ASR tj S WA RX A (relational composition) o 
AE. 这 “运算 符 可 以 把 两 个 关系 " 粘 合 ” 
HER HR -个 新 关系 ， 新 关系 刻画 了 在 运用 


R inue s 所 带 来 的 效果 。 
例 8.11 考虑 下 面 的 关系 。 


这 “运算 将 两 个 关系 结合 在 一 起 的 结果 


许多 离散 数学 的 教科 书 郁 将 关系 的 合成 R: SWS R, 这 里 之 所 以 选择 标记 Re S. 


合成 的 效果 等 价 玉 作用 尺 后 再 作用 关系 SS、 


likes= 1B LO X3 $8. pe EXE ST 


hobbies = (BL dk eo Bg iE. BL a BE ER, 
SLA 8t BR. 凯 莉 卢 看 电视 ， 
eRe. RRR a ea HED 

[pf -— F. Hes ERIM Bron. 





339b. hobbies 的 土豆 图 如 下 所 示 。 


在 电视 





hobbies 
E m REIMER 
地 结合 在 : 第 一 个 关系 的 目标 与 第 二 个 


KAUN LATE E U^. PR 
合成 有 意义 ， 第 一 个 关系 的 目标 与 第 二 个 关 
系 的 源头 必须 是 同一 类 型 的 。 这 就 如 同 我 们 
人 然后 把 它们 拉 到 一 

， 使 第 一 个 土豆 图 的 日 标 和 第 二 个 土豆 图 
REA 合 二 为 一 。 

按 这 种 方式 ， 关 系 likes M hobbies 的 结 
合 如 下 图 所 示 。 


E AA E IE RE Be k ii H 





BSE 








likes hobbies 


长 中 、 可 以 看 出 马 特 喜欢 CLikes) 的 人 的 
Of (hobbies) t Fh BE ER NA HL. 这 正 是 我 
们 期 望 这 样 的 合成 关系 提供 的 信息 。 另 外， 
遍 琳 器 欢 的 人 的 喜好 包括 阅读 和 看 电视 。 

最 后 ， 由 于 每 个 关系 有 唯一 的 源头 和 唯 
-的 日 标 ， 我们 要 求 关 系 的 合成 的 结果 (其 
本 身 也 是 关系 ) 符 合 这 些 规则 。 这 样 ,“ 中 间 
的 土豆 "被 隐藏 了 起 来 。 





likes;hobbies 


在 这 里 ， 因 为 likes € People People, 
hobbies€ People<* Hobby， 可 得 到 合成 关系 
likes ° hobbies 的 类 型 为 People + Hobby. 
这 一 关系 如 下 所 示 。 

likes ° hobbies = (AL 35 Bg iE. BLED 
AEW, DORR. DOA HL} 

注意 ， 在 上 例 中 ， 无 法 定义 合成 关系 
hobbies ° likes. [AW hobbies 的 目标 和 likes 
的 源头 不 属于 同一 类 型 。 

形式 上 ， 两 个 关系 RE XY 和 SEY 
二 2 的 合成 关系 定义 如 下 。 

Rs S=ir: Xi y:Y; zi Zi 
ERAvP>ES。(r，z)) 














使 用 圆 点 符号 的 另 一 种 定义 如 下 所 未 。 


ReS={x? R; yi So w2=y1¢ 
(Cx. l, y. 22] 
£i 8.12 回忆 一 下 ,关系 w 和 


showing 是 如 下 定义 的 。 
tu= (Ul de» bbcl. RK ae» itv， 贝 基 
e itv, 24RD c5: 
showing  Ubbcl Rah IB]. bbc? 户 文献 片 . 
itv 咏 电视 知识 竞赛 . 
c4 美国 喜剧 ,5 e OS Fr 1 
因此 ， 有 
fue showing =| ND MM. BKM 
AL MUA ge HE. NE 
Fa AL RGR Se SE. 299899 
惊险 片 } t] 
假设 有 下 面 的 关系 ， 其 中 





练习 8. 23 
XY, 

AC XoX 

BE XeY 

CCYeXx 

DEY<Y 
下 面 的 合成 关系 中 哪些 是 合法 的 ? 


口 





练习 8.24 假设 有 下 列 关系 。 

R=({1 1, 262, 33} 

S=({]lH2, 23, 34} 

T={1b 0, 220, 390} 
计算 下 列 各 题 。 

IL. R;R 

2.R°S 








109 





X 系 
练习 8.25 假 没 有 下 列 关系 。 71050. 131. 2616, 3h 
pets — fpe» t FE. To BLA. do 8l. s+} 


HH. FR RE. qf fü 
noises i $ FE» M 0, BH SUL, 
guo WME, i BR MOR, 


si Pu» ng ng } 
计算 下 列 各 题 。 
|. pets è noises 
2. pets » noises LEID 


3. UJ. EH C pers © noises) 
LC. S pero 
练习 8.26 (iE RE XOY 的 元 素 ，S 

i Yer Z CR, WEH 
dom R » S& dom R 

成 立 ， g 
练习 8.27 假设 R 是 XY HTH, S 

是 YZ CR. up 
XIR: S)-OXQRDO SS 

成 立 ， C] 


e noises 





8.7 同类 关系 和 异类 关系 


我 们 已 经 看 到 ， 关 系 的 合成 可 以 把 两 个 
下 ， 我 们 可 能 和 希望 反复 运用 同一 个 关系 。 例 
如 ， 在 练习 8.23 中 考虑 了 关系 的 合成 A ° 
A BID: B. MRA ARSHBKR, W 
AAU UL SRAM As AS ARA: 
A ° A 2 A, | 

BAS :个 例子 。 考 虑 如 下 定义 的 关系 
square, 

square {0 e 0, 1551. 272234, 3b 
9. see 
可 以 使 用 square 定义 将 自然 数 与 其 四 
次 方 “ 相 关联 的 关系 fourth WF. 


fourth 7 square ? square 


20 E X fourth root( 四 次 方 根 ) .与 书 中 的 关系 定义 相 违 。 


当然 ， 之 所 以 能 够 这 样 合成 square 是 
因为 它 的 源头 和 日 标 是 同一 类 型 的 这 样 的 
关系 称 为 同类 关系 (homogeneous relation)。 

另 一 方面 ， 下 面 的 关系 position 不 是 同 
类 的 : 它 的 源头 和 目标 不 是 同一 类 型 的 。 

position i1 a, 2b. Bbc, +} 

因此 ， 合 成 position ° position 的 结果 
是 未 定义 的 。 称 这 些 非 同类 关系 为 异类 关系 
(heterogeneous relation)。 因 此 ， 同 类 关系 
是 可 以 与 其 自身 合成 的 关系 ,而 异类 关系 是 
不 能 与 其 自身 合成 的 关系 。 

练习 8.28 下 面 关 系 中 哪些 是 同类 关 
系 ， 哪 些 是 异类 关系 ? 
i122, 2031 
={{1}>2, {2} 3} 

C= {12}, 2213) 
D=({1}h9{2}, {2)-943}) 口 





8.8 关系 的 性 质 


同类 关系 中 有 一 些 有 趣 的 性 质 。 本 节 考 
虑 其 中 的 一 些 性 质 ， 即 自 反 性 、 传 递 性 、 对 
称 性 、 非 对 称 性 、 反 对 称 性 以 及 完全 性 ， 


8.8.1 自 反 性 


类 型 为 XX 的 同类 关系 尺 是 自 反 的 
(reflexive)， 当 且 仅 当 在 尺 中 ，X 的 每 个 元 
素 都 与 其 自身 有 关系 。 即 R 是 自 反 的 ， 当 
且 仅 当 

VatXe(x, DER 

例 8.13 考虑 关系 looks like€ People 
People, Rh, 

People={ HR. AQ, AGES 

关系 looks like 如 下 图 所 示 。 


译 者 注 
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looks like 


其 中 ,源头 中 的 每 个 元 素 都 与 其 自身 相关 
联 ， 内 此 ， 这 一 关系 是 自 反 的 。 [] 

908.14. 自然 数 上 的 等 于 关系 "一 ”是 
自 反 的 。 给 定 任意 的 自然 数 neu. BA 
HH, 

9818.15 自然 数 上 的 小 于 关系 "二 ”不 
是 自 反 的 。 给 定 任意 的 自然 数 n€ 汗 ， 绝 对 
AA na, 口 

例 8.16 关系 loves 不 是 自 反 的 并非 
每 个 人 都 爱 他 自己 。 C 

练习 8.29 FRM AN ON 的 关系 
中 哪些 是 自 反 的 ? 

1. Ø 

2. 之 

3.11551, 22592. 3055 3! 

A. N XN 

练习 8.30 ”下列 类 型 为 {a, b, cho 
ia, b, GRRR HEEE ARR? 


l. laa, bed} 









































2. iaa, bma, bb, cc) J 


练习 8.31 证 明 ， 对 任意 的 自 反 关系 
ir: Xe (zr, x)}CR 
成 立 。 0. 
8.8.2 传递 性 


RBA XOX 的 同类 关系 尺 是 传递 的 
(transitive)， 当 且 仅 当 ， 给 定 序 偶 (x，y) 
Hys z), a, pA, z) 都 是 R 的 元 
素 ，(Cr，z) 也 必须 是 R 的 元 素 。 也 就 是 说 ， 
R 是 传递 的 ， 当 且 仅 当 ， 


Vor. y, z5 X* Cr. WERACY. DER 
- Cr. JER 

非 形 式 地 说 ， 我 们 可 以 认为 ， 当 关系 尺 
WEB Or. z)RRR e R 的 元 素 则 一 定 是 R 
的 元 素 时 ， 它 是 传递 的 。 

例 8.17 考虑 定义 在 ! 吉 
克 } 上 的 关系 likes. 


Yo 约 输 ， 杰 





likes 


RE, RB. ABO TB. dE 
姆 是 这 一 关系 的 元 素 。 由 于 在 likes » likes 
中 ， 可 以 (通过 约翰 ) 将 杰克 映射 到 吉姆 ， 所 
LAS ESL HE likes 的 元 素 。 事实 正 
是 如 此 ， 而 且 不 存在 其 他 间接 的 映射 ， 所 以 
这 一 关系 是 传递 的 。 C] 

$48.18. 考虑 下 面 的 关系 RRN (reduced 
rail network 的 缩写 )。 

(ARMOR. RMON. (AH 
> 曼彻斯特， 曼彻斯特 伯明翰， 伦敦 
曼彻斯特， 曼彻斯特 -> 伦敦 ， 伦 敦 
OREM RA, PRM MAR) 

这 里 ， 可 以 通过 伦敦 从 伯 明 输 到 伊 普 斯 威 奇 
《 即 伯明翰 上 伊 普 斯 威 奇 是 RRN 。RRN 的 
元 素 )， 但 无 法 从 伯明翰 直接 到 达 伊 普 斯 威 
奇 ( 即 伯 明 翰 卢 伊 普 斯 威 奇 不 是 RRN 的 元 
素 )。 因 此 ， 这 一 关系 不 是 传递 的 。 o 

9518.19 自然 数 上 的 等 于 关系 "=" 是 
传递 的 。 给 定 任 意 的 自然 数 I. m ne, 
# l=m Am=n WEA ln, tC] 

9518.20 自然 数 上 的 小 于 关系 “<” 是 
传递 的 。 给 定 任意 的 自然 数 0. m, nei, 
若 l<m Hm<n 则 总 有 1 n, C) 

例 8.21 关系 loves 不 是 传递 的 。 例 








ill 
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练习 8.32 FIKRAN ecd 的 关系 
rm np ee EE 45 vs ag? 

1. 

2. : 

3. 1e 1, 2722. 3m3} 

4. X [] 

练习 8. 33 


下 列 类 型 为 {a, by c) 
ias b,c 的 关系 中 哪些 是 传递 的 ? 


2 
l. iau, ab, arc, bec} 
2 





2. la Bb. beci C] 
练习 8.34 证 明 : 对 于 任意 的 传递 关 
KR€XoX. Re ROR 成 立 。 口 


8.8.3 对称 性 


类 型 为 Xe*X 的 同类 关系 尺 是 对 称 的 
(symmetric), MHA 4, HF R 的 每 个 元 
Ror Y). Cy. aD tL dE R 的 元 素 。 也 就 是 
说 ，R 是 对 称 的 ， 当 县 仅 当 ， 

Vr. y X * Gr, y €R-(Cy. DER 

非 形式 地 说 ， 可 以 认为 对 称 关 系 是 包含 
NOW RR HSA, MER BP. Bo 
F ye M v 也 必须 映射 到 x 

例 8.22 考虑 如 下 定义 的 关系 hates, 


pas 


hates 
iX Ht. ZR CAR ares) gH lii EL st ap b d 
ASE IX ESE, UR hates 不 含 其 他 序 偶 
的 事实 表明 这 一 关系 是 对 称 的 。 口 
例 8.23 肯 次 考虑 如 下 定义 的 关系 RRN。 
RRN — {PHM BOT FAR, 
(oS UR. BRB 





2. lara. bb, ci») 
练习 8.37 “证明: 对 于 任意 的 对 称 关 
RRCXeX, HR^-—R, [L 


{AAR RB. CAR TT. 

eH tTuoífis. (6st 
pues ar. DO NOUO E XU 
这 一 关系 是 对 称 的 ， 这 是 因为 ， 对 于 任意 给 
定 的 元 素 a Mb, EYE RRN 中 从 4 可 以 到 
kb, MABE RRN PMO 可 以 到 达 a 
站 





例 8.24 回顾 如 下 定义 的 关系 Likes。 





likes 

这 一 关系 不 是 对 称 的 : 虽然 约翰 喜欢 吉姆 ， 
但 吉姆 并 不 喜欢 约翰 。 因 此 ， 这 不 是 一 个 对 
称 关 系 。 LJ 
Ps2 25 自然 数 上 的 等 于 关系 “一 ”是 





对 称 的 。 nE, WAE m= 
n Wi n= Mme 

$18.26 自然 数 上 的 小 于 关系 "< 二 ”不 
EIER. V OEIEXEU m. nEN, E mn 
则 绝 不 会 有 n<m, L 

9018.27. 关系 loves 不 是 对 称 的 : 若 乔 
爱 玛丽 则 玛丽 爱 乔 未 必 成 立 。 

练习 8.35 下 列 类 型 为 
中 哪些 是 对 称 的 ? 


EER m. 


























o> 的 关系 














1. Z 

2. 之 

3.117291, 252. 3053) 

4. i XR 

练习 8.36 下 列 类 型 为 {a, b, cie 


fa，5，c} 的 关系 中 哪些 是 对 称 的 ? 


l. iua, amb, brea? 
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8.8.4 非 对 称 性 


KRHA XOX 的 同类 关系 尺 是 非 对 称 
(asymmetric), “4AM. XR PH 
现 的 任意 序 偶 (z，y)，(>，z) 不 出 现 于 民 
中 。 也 就 是 说 ，R 是 非 对 称 的 ， 当 且 仅 当 ， 

Vr, yiXe(xa, WER>(y, DER 

$48.28 考虑 如 下 关系 older than, 





older than 
这 里 ， 杰 克 比 约翰 和 吉姆 都 大 ， 而 约翰 比 吉 
姆 大 。 这 一 关系 显然 是 非 对称 的 。 口 


例 8.29 自然 数 上 的 等 于 关系 “一 "不 
是 非 对 称 的 。 给 定 任意 的 自然 数 m,，nER ， 
E m=n Mi nm 绝 不 成 立 。 

例 8.30 自然 数 上 的 小 于 关系 <<” 是 
非 对 称 的 。 给 定 任意 的 自然 数 m, nek, 

















Xp omn Qn<m 总 不 成 立 。 | 口 
例 8.31 关系 loves 不 是 非 对 称 的 ， 若 
乔 爱 玛丽 则 玛丽 不 爱 乔 未 必 成 立 。 [] 
练习 8.38 下 列 类 型 为 RS ON 的 关系 
中 哪些 是 非 对 称 的 ? 
1I. Ø 
2. 之 
3.(1F1，2h2，3F3) 
4. JH XM L1 
练习 8.39 下 列 类 型 为 {a, b, cho 


入 


b,c 的 关系 中 哪些 是 非 对 称 的 ? 
l. iaa, amb, bma)? 


2. (ab, bc} g 


8.8.5 反对 称 性 
类 型 为 Xe X 的 同类 关系 尺 是 反对 称 





的 (antisymmetric)， 当 月 仅 当 ， 对 于 尺 中 
出 现 的 任意 序 偶 (z，y) 和 (>，zr)， 有 = 
y。 也 就 是 说 ， 尺 是 反对 称 的 ， 当 且 仅 当 ， 
Yre yi: Xe (rr, yERA(y, DER 
py 
$i 8.32 
looks like, 


再 次 考虑 如 下 定义 的 关系 





looks like 


这 一 关系 是 反对 称 的 ， 因 为 源头 中 的 每 个 元 
素 只 映射 到 它 自身 。 L] 





848.33 再 次 考虑 如 下 定义 的 关 


A RRN, 


RRN= (dH HE Sg Oe SR. (eco 93 883. 
(AH BS (ui FR. SUMED 
HRR., ROS wie. 
曼彻斯特 > 伦敦 ， 伦 敦 F> 
FERRE. FRG MAR 

这 一 关系 不 是 反对 称 的 。 例 如 ， 既 可 以 从 伊 

普 斯 威 奇 到 达 伦 敦 ， 又 可 以 从 伦敦 到 达 伊 普 

斯 威 奇 ， 但 显然 伦敦 和 伊 普 斯 威 奇 是 不 同 的 

元 素 。 

例 8.34 自然 数 上 的 等 于 关系 "“ 王 ”是 
反对 称 的 。 给 定 任意 的 自然 数 m, neN, 

# m=n Hn=m WW RA m=n, C] 

$68.35 自然 数 上 的 小 于 关系 “二 ”是 

反对 称 的 。 不 存在 自然 数 m，nE N ,使 得 

m<n 且 nm。 因 此 ,蕴含 式 的 前 提 等 值 于 

false。 所 以 整个 蕴含 式 等 值 于 true, O 

例 8.36 关系 loves 不 是 反对 称 的 ， 乔 

爱 玛丽 而 且 玛丽 爱 乔 未 必 能 推出 乔 和 玛丽 是 

同一 个 人 。 c] 

练习 8.40 下 列 类 型 为 下 NX 
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中 哪些 是 反对 称 的 ? 





L 8 

2.2 

3.1121. 22. 33} 

4A, X! C] 
练习 8.41 下 列 类 型 为 {a, b. che 


fas bs ch BY KH PARE FE Re RP RK AY? 
liamu, ub, bra) 
2.1 

8.8.6 完全 性 


类 型 为 Xe x 的 同类 关系 尺 是 完全 的 
(total) 、 当 且 仅 当 ， 对 于 任意 不 同 的 zx，y 
和 入 ， 有 (7、vy)ER 或 者 (>y>，z)ER。 也 就 
是 说 ,RK 是 完全 的 ， 当 且 仅 当 ， 

Vo. vt Xe Cr, VERV», DER 
Vary 

例 8.37 


older_than, 





arb. beci LJ 


再 次 考虑 如 下 定义 的 关系 


A 


older than 


这 -关系 是 完全 的 ， 因 为 给 定 任意 的 元 素 x 
Aly, 或 者 + 二 y, 或 者 (x，y) € older 
than, WE Gy. x)€ older than RY, C] 

例 8.38 再 次 考虑 如 下 定义 的 关 
A RRN, 

RRN — {AFB ER. EKARA, 
们 明 翰 请 曼彻斯特 ， 曼 彻 斯 特 Fy 
伯明翰 ， 伦 敦 P? 曼 彻 斯 特 ， 
曼彻斯特 > 伦敦， 伦敦 Fy 
PERRA., FENRIR 

这 一 关系 不 是 完全 的 。 因 为 ， 对 于 不 同 的 元 
Eom Hn. men€RRN an PmE RRN 














不 总 成 立 。 口 

例 8.39 自然 数 上 的 等 于 关系 “一 ”不 
是 完全 的 。 给 定 任意 的 自然 数 m. nen, 
mn 不 总 成 立 。 C] 

例 8.40 自然 数 上 的 小 于 关系 “二 ”是 
完全 的 。 对 于 任意 的 自然 数 m nel, 
mna nm 8 m —n 总 成 立 。 J 

例 8.41 X loves 不 是 完全 的 ， 给 定 
两 个 不 同 的 人 pp 和 g,， pp 爱 g 或 g 爱 p 不 总 
成 立 。 C 

练习 8.42 FRM Hoh 的 关系 
中 哪些 是 完全 的 ? 

l. Ø 

2. 之 

3. 1122.1, 2:222. 3r 31 

4. LXX C 

练习 8.43 下 列 类 型 为 {a, b, che 


fa,，b，c} 的 关系 中 哪些 是 完全 的 ? 


l. {ab., arc. bea} 











2. (ab, bic. arc. bd} 





8.9 顺序 与 等 价 


性 质 的 不 同 组 合 引发 不 同 的 关系 类 。 本 
节 讨 论 三 种 最 常见 的 关系 : 偏 序 、 全 序 和 等 


8.9.1 AF 


给 定 同类 关系 R， 车 RR 是 自 反 、 传 递 
且 反 对 称 的 ， 则 称 R 为 偏 序 (partial 
ordering). WREE X 有 偏 序 ， 那 么 这 一 
集合 的 元 素 形 成 某 种 “层次 ”( 或 顺序 ) ， 某 些 
元 素 高 于 其 他 元 素 。 这 样 的 顺序 之 所 以 是 部 
分 的 (partial)， 是 因为 并 非 所 有 元 素 的 序 偶 
都 需要 以 此 关系 相关 联 。 

例 8.42 考虑 自然 数 上 的 关系 “三”。 
这 里 ,“ 委 ?是 自 反 的 ， 因 为 对 于 每 个 mnET ， 
Ansan, di, SBM. AMES 
Wl. m. neh, X Im H man WA Sn. 
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最 后 ，< 是 反对 称 的 ， 因 为 对 于 任意 的 关 ，7 
€, nmn H n&m W—- A mon, A 








gt. 可 以 得 出 碌 是 偏 序 的 结论 。 口 
练习 8.44 月 然 数 上 的 关系 "二 ”不 是 
jT. AAP AAR REP C] 
练习 8.45 WH: 给 定 集 合 和 ， CH 
X 的 子 集 上 构成 偏 序 。 口 





8.9.2 £F 


给 定 同类 关系 R. ARERR, (Ei 
Hot ey. MER JA A (total ordering), 
之 所 以 这 样 称呼 ， 全部 
以 此 关系 相关 联 : 给 定 全 序 集合 X 的 任意 
两 个 不 同 的 元 素 x Aly. TEX FE KA, 
r 总 是 或 者 高 于 y 或 者 低 于 y。 即 全 序 集合 
中 的 任意 两 个 不 同 的 元 素 总 可 以 比较 ， 这 在 
偏 序 中 是 不 成 立 的 。 

例 8.43 考虑 月 然 数 上 的 关系 “< ”。 
这 里 ,去 是 反对 称 的 ， 因 为 对 于 任意 的 靖 ， 
n€l . Emn An<m Wm =n dA 
成 立 ， 所 以 缠 售 式 显然 是 可 满足 的 )。 进 而 ， 
三 是 传递 的 ， 央 为 对 于 任意 的 /,，m, nE 
il. pm Hm<in 则 有 /二 n。 最 后 ， < 


是 完全 的 ， 因 为 对 于 任意 的 m,nE 飞 ,或 
domu dH ncm RE mn 成 立 。 g 
练习 8.46 自然 数 上 的 关系 "一 ” 不 是 
全 序 。 为 什么 不 是 ? E 
练习 8.47 证 明 : 给 定 集合 X. CE 
X 的 子 集 上 不 构成 全 序 ”。 口 





8.9.3 等 价 关 系 


给 定 同 类 关系 尺 , 若 尺 是 对 称 、 传 递 
HARA. WER 为 等 价 关系 (equivalence 
relation). AR E 5$ fp X X. MBA E(x, 
WER 则 在 某 种 意义 下 x“ 等 价 于 ”y。 

例 8.44 考虑 自然 数 上 的 关系 “一 ” 
这 里 ， 三 是 对 称 的 ， 因为 对 于 任意 的 m,n 


OO IR BUR X BOR ROS SE. DURS EGAL E, 





BRE 


Cll, X mnlln-m. Hii, = Bw 
的 ， 因 为 对 于 任意 的 7， nel, S 
m Hom —n Wf i-—nu. RI. 三 是 自 反 的 ， 
因为 对 于 任意 的 neh. n=n RY. 

练习 8.48 自然 数 上 的 关系 “ 委 ” 不 是 
等 价 关系 。 为 什么 不 是 ? 

练习 8.49 EH: 给 定 集合 X, CE 
XW FR EAM MSP KR. 


























8.10 Ae 


ReERMAKAR. 若 尺 不 是 自 反 的 ， 
那么 ， 如 果 愿 意 ， 总 可 以 在 R 中 加 入 
映射 ( 序 偶 ) 来 扩展 R， 使 扩展 了 的 关系 成 为 
自 反 关 系 。 在 这 种 情况 下 ， 包 含 尺 日 自 反 
的 最 小 关系 称 为 尺 的 自 反 闭 包 (reflexive 
closure) 。 类 似 地 ， 可 以 在 R 中 添加 映射 ， 
使 得 扩展 后 的 关系 成 为 对 称 关 系 。 在 这 种 情 
况 下 ， 包 含 R 且 对 称 的 最 小 关系 称 为 R 的 
对 称 闭 最 后 ， 可 以 
对 传递 性 做 同样 的 操作 : 包含 R 且 传递 的 
最 小 关系 称 为 尺 的 传递 闭 包 (transitive 
本 节 学 习 自 反 、 对 称 和 传递 闭 包 。 


8.10.1 自 反 闭 包 


为 了 构造 关系 S 的 自 反 闭 包 ， 记 作 s. 
我 们 需要 寻找 包含 S 是 自 反 的 最 小 关系 。 

给 定 某 个 类 型 X. 考虑 恒 等 关 系 I, 
Id 是 由 使 得 xE X 的 所 有 形式 为 (+，x) 的 
映射 组 成 的 集合 。 


包 (symmetric closure), 


closure) , 


Id(X]9 (x: X. (z, x)} 
例如 ， 

Idi{a, b, ci] — Ca. a), Cb, b), 
(ce, c) 


假设 S 是 类 型 为 Ye>Y 的 关系 ,构造 S 
的 目 反 闭 包 的 最 简单 的 方法 是 通过 并 运算 将 
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S 和 Id [Yj 联合 在 一 起 。 

S¥=SUldly] 

这 显然 是 包含 
注意 ,如 果 s 已 经 是 自 反 的 话 ， 
定义 保证 S" —S, 

Gl 8.45 考虑 集合 People—(£988., H 
fi. 邓肯 ， 卡 尔 斯 顿 }， 以 及 如 下 定义 的 
XR older than, 

older than-7 i HR A E. 
Tp. FRA BOF 

这 一 关系 的 自 反 团 包 ， 即 包含 older_ 
than 的 最 小 自 反 关系 ， 可 由 older. than 和 
Id| Peopte] 的 并 给 出 。 由 定义 ， 关 系 Id 
[People] h FRA. 

Id| People] = £388 9 £988. XD EIR 
H. HAO RA. BRET HI BK 
dij j 
ith. older than* 由 下 式 给 出 。 

older than" = (£3 $g 5 3B dr He. 24 Bib 

MH, BEBO PBA, 
约翰 一 约翰 ， 理 查 德 上 > 
HEE. BAO WF, 
FART BOE A EH) 


S 的 最 小 的 日 反 关 系 。 
那么 这 一 


£388» 





[3 

5&3]8.50 RES Per— (ih, 9. X 
fl. fri FIRAR Petro Per 的 关系 的 
VR A, 

L Z 

2. iM, TS ERGO 

3. Uff hy, E BU Hy} 

‘ities. Ae, X BROZSU i 


8.10.2 传递 闭 包 


为 了 构造 关系 尺 的 传递 闭 包 ， 记 作 尽 ， 
我 们 需要 找到 包含 R 的 最 小 传递 关系 。 

和合 顾 关 系 的 合成 R。R。 这 一 合成 等 效 
于 两 次 运用 民 : FE. DER e RSHI 
泊 存 在 某 个 y， 使 得 (x, D€CRH(Uy. DE 
R. 关系 合成 的 男 一 种 表示 方式 是 RS. CX 





示 关 系 R 被 运用 了 两 次 。 做 类 似 的 扩展 . 
关系 R 表示 三次 运用 R: FA Ge. |e 


R: R; RMA IH c Aly. (EG 
Ge. DER. (r. p€R Hy. DER, iB 
一 般 地 . RER n KAHR., XX-- on dm 
FH. 


给 出 上 述 的 表示 后 . 可 以 如 下 定义 关系 
R'. BI R 的 传递 闭 包 。 

Ro=U{niil \ {0} R') 

它 表示 所 有 出 现 于 R. HUE R SR 
出 现 于 RR。R。R 等 等 的 序 侦 所 组 成 的 
集合 。 

例 8.46 考虑 集合 People i?]8g. H 
查 德 ， 邓 肯 ， 卡 尔 斯 顿 ; .以 及 如 下 定义 的 
关系 likes, 

likes= (ABH A. PRU GROS. 

XB Ero FAR B di ) 
AE, likes? 由 下 式 给 出 。 


likes = (HIRR. FRA BDO 
卡尔 斯 顿 } 
对 likes’ 和 likes 做 关系 的 合成 ， 可 以 得 到 


likes? , 
likes! = (£98 E AIR BL] 
对 此 再 次 运用 Likes 可 得 
.dkes = Ø 
HETA, X FIERA £23. likest 都 
等 价 于 空 集 。 因 此 . 进一步 运用 likes 不 会 
f£ likes” 中 添加 任何 新 序 偶 。 于 是 ， 有 
likes’ = (REEE, MA 
BE. RESER., 
ABHOR. AAM 


卡尔 斯 顿 ， 约 翰 P? 卡 尔 斯 顿 } 
C1 
练习 8.51 BAA Per= (Hh. fj. € 
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BO. Ah FWN Pero Pet 的 关系 的 传 
递 闭 包 。 
1l. g 
2. (Miek. fm E BU 
3. (ifi f]. BRO) 
4. Aid. Tu». ZRH Ew 
练习 8.52 给 出 下 面 关系 的 传递 闭 包 。 


laeb. brc. ced, de? 


8.10.3 自 反 传递 闭 包 


为 了 构造 美 系 R 的 自 反 传递 闭 包 ， 记 
作 R" ,我们 需要 找到 包含 R 的 最 小 的 自 反 
日 传递 的 关系 。 : 

i R 是 类 型 为 XX 的 关系 ， 可 以 如 
Pa MR’, 

R'=Utn:i «© R") 

回顾 如 下 定义 的 集合 X 上 的 关系 Id 
[X]. 

Id[X]—- (X: X * rer} 

由 些 ， 可 以 认为 R? — I4[ X]. 

例 8.47 考虑 集合 People 二 {约翰 ， 理 
查 德 ， 邓肯， 卡尔 斯 顿 ;， 以 及 如 下 定义 的 
关系 likes, 

likes= {ZU BHA E, HAERE, 

邓肯 户 卡 尔 斯 顿 》 
ix HB. Id[ People]th FREAK. 
Id People] — (898822988. PU gi» 
AB, BHO WA. 
BAR Br» S AR E) 
tW. likes’ 几 下 式 给 出 。 
likes’ = (HHH, HARB 
AER. BEFRA, 
OPE. HA BD 
卡尔 斯 顿 ， 约 翰 卢 卡尔 斯 顿 } 
PIU. likes’ 由 下 式 给 出 。 

likes" = (HRSA M, 理 查 德 上 > 
邓肯 ， 邓 肯 呈 卡尔 斯 顿 ， 
约翰 -邓肯 , 理 查 德 -> 卡尔 斯 顿 ， 
约翰 卡尔 斯 顿 ， 约 翰 F 














约翰 T dr (Eo FE dr (EX EO 
IB SEA IK ZO 





口 
练习 8.53 KEA Per— i0. J, x 
鼠 ; ， 给 出 下 列 类 型 为 Per Pet 的 关系 的 自 
反 传 递 闭 包 。 
1. ef 


2. diio. OE BU 
3. dii. E BUD 
4. OR. Mow, EBORE BO 


8.10.4 ”对 称 闭 包 


为 了 构造 关系 尺 的 对 称 闭 包 ， 记 作 RS， 
我 们 需要 找到 包含 R 的 最 小 对 称 关 系 。 
回忆 一 下 ， 类 型 为 XX BERN E 
对 称 的 ， 当 且 仅 当 ， 对 于 任意 的 x，yEX， 
Ea, VERMO. DER, 
再 回忆 一 下 . REXA XOX 的 任 
意 关 系 尺 ， 可 以 如 下 定义 尺 的 道 关系 尺 > 。 
Ro —ir.yt*XiG. VER” (y, x} 
因此 ,包含 R 的 最 小 对 称 关 系 由 下 式 
给 出 。 
R5—RUR-^' 
818.48. 再 一 次 考虑 集合 People= {2 
输 ， 理 查 德 ， 邓 肯 ， 卡 尔 斯 顿 }， 以 及 如 下 
定义 的 关系 likes, 
Likes 王 (约翰 卢 理 查 德 ， 理 查 德 上 邓肯 ， 
ABHOR AR HT Ha} 
likes B) AA PRAM. 
likes” = BBL. XB HD 
理 查 德 ， 卡 尔 斯 顿 F> 邓 肯 } 
Ali, dikes? 由 下 式 给 出 。 
likes? = (£989 Fr (E. HAO 
邓肯 ， 邓 肯 上 卡尔 斯 顿 ， 
BABB. PAH OHA, 
BAR SHH XB FF } C] 
练习 8.54 RES Per— US. 9. x 
BU. AFIKA Pere Per 的 关系 的 对 
称 闭 包 。 
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Xx 系 
Le 3. {(Cyes, yes), CH X. yes D. 
2. iei. ge RE BC ((no. yes). Cc. no))} 
3. FRI. BERT} 4. fCyes, (RK. Ai). (no. CK 
4.15845. Foi. X Bu €B L] X. EOD g 





8.11 nn 元 关系 


回忆 :下 ,， 第 6 章 曾 介绍 过 . 有 时 序 偶 
不 能 自然 地 表示 我 们 相处 理 的 数据 ; 有 时 多 
元 组 ， 例 如 三 元 组 或 四 元 组 更 合适 。 例 如 ， 
ff EJL BI Name X Age X Email 可 以 表示 所 
有 形式 为 (n，u. OMBICAMAMNEE . 
i'i. nE Name. a€ Age. e€ Email, 

其 后 ， 在 本 章 的 开始 ， 我 们 指出 ， 关 系 
是 第 卡 儿 积 的 子 集 。 由 于 关系 运算 符 依 赖 于 
二 无 关系 . 所 以 我 们 对 关系 的 定义 做 了 限 
fil: 关系 是 序 偶 的 集合 ， 而 非 任 意 尺 度 的 多 
元 组 的 集合 。 

pl 到 名 字 、 年 龄 和 电子 邮件 地 址 的 例 
F. URREN J Name Age 
Email 的 关系 是 不 合法 的 。 我 们 可 以 定义 类 
JU 为 Name CAgec* Email) 的 关系 ， 但 是 
这 -关系 的 典型 元 素 将 是 

ASHE, (C65. jack @ the _hill. com), 
(60, jill@the_hill. com)})} 

xL FR AS de TT it EEG. 

5 一 方面 ， 类 型 为 Name (Age X 
Email) Wl Name X Age) e Email 的 关系 完 
全 是 合法 的 ; 前 者 由 形式 为 (n，(u，e)) 的 
元 素 组 成 ， 后 者 由 形式 为 ((n， a), OMT 
素 组 成 。 映 者 都 符合 二 元 关系 的 要 求 ， 因 此 
可 以 用 它们 来 表示 需要 的 信息 。 

练习 8.55 考虑 下 列 集合 。 

Yes_No= {yes, no} 

Names (AA. Ao. BE} 

给 出 下 列 关系 的 类 型 。 

LORK., yes. CH HB. no») 

2. (CC R, yes), yes), (E W, 


no). no); 


练习 8.56 设 关系 RR 的 定义 如 下 所 示 。 

R= (CCl, 1). (0, 100. CCl, 0), 
(0, 0)), (C0, 1), C1, 00D. 
(0, 0). (1, 1))} 

计算 下 列 各 题 。 

1. dom R 

2. ran R 

3. (0, DiqR 

A.R^ 

9. Re R 

6. {ri Re Gr 1.1. rn 2)} im 


8.12 附加 练习 


练习 8.57 假设 有 下 列 关系 。 
parent — (p, q: Person | p Æq 的 父亲 ) 
sibling— { p, q: Person | p Æq 的 兄弟 
或 姐妹 } 

married (p, q: Person! p 5 q ERE) 
同时 ,假定 有 谓词 male 和 female: 当 且 仅 
当 p 为 男性 时 ，male(p) 为 true， 当 且 仅 当 
pA, femaleC p) true, 

根据 以 上 假设 ， 定 义 下 列 关系 。 

l. husband: (p, q) € husband 表示 p 
是 4 的 丈夫 。 

2.uife: (p. gU C wife Rm p fea W 
£T. 

3. mother: (p. QE mother RM p Æq 
的 母亲 。 

4. father: Cp, q) € father RIR p Æq 
的 父亲 。 

5. son: (p, q) € son RMR p Æq H 
JLF. 

6. daughter: (p. q) € daughter RIR 
bp 是 4g 的 女儿 。 
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7. brothers. Cb. q) € brother RIR p È 
q ses, 

8. sister: Cp. yg) © sister 表示 pp Æq W 
姐妹 ， 

练习 8. 58 ”假设 有 练习 8.57 的 集合 和 
谓词 ， 给 出 下 列 关 系 的 定义 。 

1. ce Cp. q) C aunt RR p Æq W 
til; 05 y i 3 

2. uncle: Cp. q) € uncle KIR p Æq 的 
ff oc HEL 

3. nephew: Cp. q) € nephew RIR p f 
q Ife rH, 

4. niece: Cp. q) € niece RI p Æq W 
fe dc Th BE 

a. cousin: Cp. q) € cousin EIR p Èq 
的 堂 兄 第、 姐妹 。 

6. father in. law: (p. q) € father in 
Law Km p 是 g 的 岳父 或 公公 。 

T. mother in law: (p. q) € mother in 
daw p 是 g BE Ro EE, 

8. son in law: (p. q) € son in law 表 
UO p leg meu. 

9. daughter in. law: (p, q) € daugh- 
ter in law XIR p 是 g MILER. 

练习 8.59 假设 有 练习 8. 57 的 集合 和 
Wi]. 定义 下 列 关系 。 

l.stepfather: (p, q) € stepfather X 
AN p 起 g 的 继父 。 

2. stepmother: Cp. q) € stepmother R 
AN p 是 gq 的 继母 。 

3. stepdaughter: (p, q) € stepdaugh- 
ter RIR p 是 gq 的 养女 。 

4. stepson: (Cp. q) € stepson RI p 是 
q 的 养子 。 

5. stepbrother: Cp, q) € stepbrother 表 
AS p tig 的 异 父 母 兄弟 。 

6. stepsister; Cp. q) € stepsister 表示 
PÆ qa 的 异 父母 姐妹 。 

7. grandmother: (p. q) € grandmoth- 
er KIR p 是 gq 的 祖母 或 外 祖母 。 


8. grand father; Cb. q) © grand fa- 
ther RI p Æq 的 祖父 或 外 祖父 。 
练习 8.60 假设 已 知 前 面 几 个 练习 的 
关系 。 利 用 上 面 的 关系 和 关系 运算 符 ， 定 义 
以 下 关系 或 集合 。 
1. 关系 child: (p. q) € child "4 B 4X. 
当 p 是 g 的 孩子 。 
2. 给 定 人 物 p 的 孙子 女 的 集合 。 
3. 给 定 人 物 户 的 父母 的 祖父 母 的 集合 。 
. 给 定 人 物 p 的 祖先 的 集合 。 
. 所 有 母亲 的 集合 。 
. 有 女儿 的 所 有 父亲 的 集合 。 
. 有 兄弟 的 所 有 男性 。 
， 孙 子女 都 为 孙女 的 祖母 的 集合 。 
. 所 有 孩子 均 为 女儿 的 祖父 的 集合 。 
练习 8.61 假设 有 如 下 定义 的 关系 R 
HIS, 
R=((1, 2), (2. 4). (3. 6), (4. 8)} 
S-—(O, D, (2. 2). (GG, 3), (4, 4)} 
可 以 认为 这 两 个 关系 都 是 类 型 为 中 一 的 
关系 。 
l. 使 用 集合 找 述 定义 RR 和 S。 
2. dom R 是 什么 ? 
3. ran S 是 什么 ? 
.R 是 什么 ? 
“Re Sta? 
.S。 尺 是 什么 ? 
练习 8.62 假设 有 下 列 关系 。 
id={1œ 1, 22, 3553. 4943 
plus one {l> 2, 212 3, 385 4, 405 5) 
square= (1:121, 2i 4, 31569, 4m 16) 
double— (1152, 2 4, 3m6, 4158} 
假设 上 述 关系 都 是 类 型 为 N 一 让 的 ， 计 算 
以 下 各 题 。 
1. dom id 


O Oo N 0 HS 


D Ch A 


2. ran square 
3. double^ 

4. double ? square 
9. square ? double 
6 


. {1, 2) 4 plus one 
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7. i1. 25-3 plus one 
8. plus one Dil, 2) 
9. plus one?-11, 2j 
10. squareC | (1. 2} |) 
ll. doubleC | 11. 21 | ) 
12. double” (| (1, 2} |) 
练习 8.63 假设 有 如 下 定义 的 关系 
loves € Housemates Housemates, 
loves = | ACRES ZS OM. dod SIE) 
进一步 假设 Housemates=( Ai ti, d, 
l. loves 是 自 反 的 吗 ? 
2. loves 是 对 称 的 吗 ? 
3. loves 是 传递 的 吗 ? 
练习 8. 64 
loves, 
1. 给 出 loves 的 自 反 闭 包 。 
2. 给 出 loves 的 对 称 闭 包 。 
练习 8.65 考虑 下 面 的 关系 。 
noises = {RPM Ht SER, 
guo WE. du Bg n ng 
S yu S n ne ) 
给 定 上 面 noises 的 定义 ， 计 算 下 列 各 题 。 
1. { 费 杜 } qd noises 
2. (WFE, PRO <| noises 
3. ‘WE PT} <i noises 
4. LP. p BH} <a noises 
5. noises D (BB) 
6. noises D (RHL, neni y 
7. noises == { NA OR ) 
8. noises => { MAME , n E 
{ 费 林 } | ) 
10. noisesC | Ø |) 
练习 8.66 下 列 关 系 中 哪些 是 传递 的 ， 
哪些 是 对 称 的 ? 
1. @ 
2. CHE RB. FR). CE, ELAR). CES, 
LEAK). CEA. ND 
3 IB. T. CF. LEAK). CER, 
IEK} 
A. OR SL. BER), GERR. AND. 


9. noises | 


假设 有 练习 8.63 B X 


(吉姆 ， 比 尔 )，( 比 尔 ， 吉 姆 )} 


练习 8.67 给 出 练习 8. 66 中 各 关系 的 
对 称 闭 包 。 

练习 8.68 给 出 练习 8. 66 中 各 关系 的 
传递 闭 包 。 

练习 8.69 下 列 陈述 中 哪些 为 真 ? 


1. ERHSEBEM.WR:SdqE 
自 反 的 。 

2. Æ RAMS 是 传递 的 ， 
传递 的 。 

3. Æ RAS 是 对 称 的 ， 则 R。S 也 是 
对 称 的 。 


MY Roe S 也 是 


练习 8.70 解释 为 什么 参 是 所 有 命题 
的 集合 上 的 等 价 关 系 。 
练习 8.71 可 以 简化 (R )* ae 


8.13 练习 解答 


8.1 
{O, {Ob xr). 
i152 yi, {OK x, OR y), 


{Orv}. (15 x), 


Oer, p x), [OW xr, de y}, 
{1° z.0e y (lez, 1Py), 
{Oh y, le y}, 


Ir z}. (0z, Oy, 1 Dy), 


Werz, OW y, 
{Ore x. lez, 1 eS y), {OH y, 
ler, le y}, 

Oez, OW y, lez, 1P yl 
8.2 


equals? N eN 





equals={m: N * (m, m)} 


looks like : People People 





looks _like={p, q: People | p 


looks like q * (p, q)} 
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3. e»y€ ran RV y€ran S 
€3y€ (ran R)U (ran S) 
likes * Peoplec* Food 8.7 
likes (p : Peoples f? Food | p y€ ran RN 2) 
likes f° Cp. f) Jz: X*rey€R(& 
Ir:X* ryERArPvEL 
4. Jr: XerpyyeRA false 
double of prime? to «rl = false 
double of prime={n: N | prime er: Xe ryESA false 
(n) * COE n. n)? e3r:Xr:05y€SAxrny€ÍÓ 
Sega: XerRyeSng 
8.3 e»y€ rann SNZ) 
Gr, y)€ Un : lie Gn. mien y 8.8 
elr, y) € Un. n? N | m=n} 1l. Ø 
8.4 2.{(1, D. (2, D? 
l. domain ={1, 2. 3| 3.40, D, 03, 2), (4, 32) 
range7-12, 3, 4} 8.9 
2. domain —(0, 1. 2, 3, 4, 5, 6, 1. 
7, 8, 9, 10} 


8.5 


8.6 


range={0, 2, 4, 6, 8, 10. 
12, 14, 16. 18. 20} 
3. domain =L. 
range: 
4. domain =N 
range-i; \ {0} 
5. domain = Ø 


range- Ø 


r€ dom(RUS) 2. 
e3y:Y*xeoy€RUS 
eJy'Y* rt y€RVrry€S5 


es o ttem \ | 
yes 


tr € dom RV xr € dom S 
€3r € (dom R)lJCdom S) 


y€ ran( RUS) 
ejr: X-x 1b 5y€RUS 
ejr:X-ro2y€RVrmy€S 
e»dr:X*xr O2y€RVix:X*xt(2y€S 
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3. 4. {( 安 迪 ， 步 行 )，( 戴 夫 ， 骑 车 )} 
5. {( 安 迪 ， 步 行 )，( 戴 夫 ， 骑 车 )} 
8.14 
r€dom(AqR) 
3j3y:Y* xr2y€AQR 
czE4A3y:Y rr2y€R 
Sxr€AAxEdom R 
@xrEAf\dom R 
8. 15 
1.{( 安 过 ， 步 行 )，( 吉 姆 ， 骑 车 )，( 吉 
姆 ， 开 车 )，( 琼 ， 骑 车 )，( 琼 ， 开 车 )，( 戴 
8. 10 X. MAD) 
1. (O8. BUD. CSS. AX. (e 2. gj 


fü. HW. ON. BO) 

2.{( 步 行 ， 安 迪 ) ，( 骑 车 ， 吉 姆 y》，( 开 
车 ， 吉姆 )，( 骑 车 ， 琼 )，( 开 车 ， 琼 ) Ga 
车 ， 戴 夫 )) 

3. (fj, SR. Sih. FH} 
4. VER. Nn. iM. BR} 
5. Ub fT. WA, FFE} 
6. (dz. RK. SB. BR} 
7. { 安 迪 ， 吉姆 ， 琼 } 
8. (Zii, WAK. Wi., M Wa) 
9. RR } 


o2 


xE domR^ 
Jy: Y. vr 5 5y€R-^ 
Jy: Y. ypPrER 
&rE ran R 
8. 12 
(7, WER 
ly, r)ER™ 
lr, WER 
8. 13 
L. Ø 
2.1( 安 过 ， 步 行 )，( 吉 姆 ， 骑 车 ) ，( 吉 
W JE), GE, WE), (R FE), R 
KR. EPA 
3. 1( 安 迪 ， 步 行 )} 


3. (GE i, 38 EO, GN IB. FR), 
GR, WO. GR. FE), GRR. WD} 

4. (GE IB. WE), (ON dS. FE), 
GR. WE), ON. JF] 

9. (OG BB, HE). ORM. FE), 
Gg. WE) ON. FE) 
8. 16 

r€ domCA «R) 

Se dy:Y-+xrHyeCAaR 

OIy:Y. rEAArr yyER 

oOZJlJy'Y* xb y€RAx£A 

(Jy: Y. rt y€R)AxCA 

ex C€dom RAx&€A 

€»r€ dom RV A 
8. 17 

1. Ø 

2.{( 安 迪 ， 步 行 )，( 吉 姆 ， 骑 车 )，( 吉 
$8, FE, GR, WE), GR, FE), OR 
X. HN) 

3. (C338. 54) 

4. (CX iB, P 10. COE dB, WE), 
( 琼 ,， 骑 车 )，( 戴 夫 ， 骑 车 )) 
8.18 

Gr, y € CAQ R^ 
ey, »)€ AQqR 
CyYCARACy, DER 
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ely, r)€ RAyCA 

elr, WER Ay€A 

(rx, y ER PA) 
8. 19 
CI. AE), E 
E. Giu. FE). CR 


{( 安 迪 ， 步行)， 
姆 ， Je. die 骑 车 
夫 ， 骑 车 ))} 
2. Ø 
3. (CR, WED, C JP D. 
(Gm. SE), OG FFE). GRA. WED} 
(Cae. FFA). Gh. FE) 
8. 20 
(x, y€(O2A) 
(y, D€R&eA 
ey, DERATEA 
eG. WER Ax&A 
er, WE(A R^) 


y€RCIAID 
er: X* rr y€RAxCA. 
e Jjr:X*rmnBy€OAqR) 
€2 y € ranCA «| R) 
8.23 1、4 及 5 是 合法 的 ，2 和 3 是 不 合 
法 的 。 
8. 24 
l. (152.1. 2222, 343} 
2.11292, 23, 315 4) 
3. (1050, 22250, 3:50) 
4. (1252, 23} 
9. (1055 3. 24} 
6.11250. 2603 
8.25 
Uem uk, WRU, Ao me me, 


tp De DE } 
2. (JE, RRL } 
3. (fg ME, fe fet HL. dm T b } 
4. {FOAL Fe RTL. AA T 2 
8. 26 
x€domR ° S 


Sari ZexhyrEReS 

Sede: Ze dy:Y* r2 y€RAyPz€S 
—Jjz'Z*dy:Y*rey€R 
eJ43y:Y*rty€R 

@xE dom R 

8. 27 


re:€ XQO: 5) 
SrEXArezER: S 
SEXA Jy: Yere yERAyezES 
OJy'Y*x€XArAO2yCRAyoz€S 
全 jy:Y，xzhyEXdRAvyFzES 
Oex|O:€OXQqm.:s 
8.28 AAD 是 同类 的 . BAC 是 异类 的 。 
8.29 2 和 4 是 自 反 的 ; 其余 两 个 关系 不 
是 ， 因 为 它们 并 非 对 每 个 自然 数 n Bh 
(n, n), 
8.30 2 是 自 反 的 ，1 不 是 。 
8.31 根据 定义 ,车 R 是 自 反 的 , 则 Yr: 
Xer, DER RS. ME, — E8 
ix: Xe (x, r)}CR 
成 立 。 
8.32 所 有 这 些 关 系 都 是 传递 的 。 
8.33 1 是 传递 的 ， 而 2 不 是 。 
8.34 集合 尽 。 尺 的 定义 如 下 。 
R;R-ir, »'Xi3J3z:X 
RAzey€Rj 
若 尺 是 传递 的 ， 那 么 由 传递 性 的 定义 可 知 
R 满足 如 下 性 质 。 
XIERAzHFyER 


* rE 


Yr, y, z: 
>royvyER 
由 于 这 IE X f Re OR 的 性 质 ， MA R e 
RER, 
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8. 35 
8. 36 
8. 37 


1、3 和 4 是 对 称 的 。 

| 是 对 称 的 ， 而 2 不 是 。 

SRA OR” 的 定义 如 下 所 示 。 
R={r, vy:X|rPyER, yer} 


若 尺 是 对 称 的， 那么 由 对 称 性 的 定义 可 知 ， 


R WE FEE. 

Yrs yi X 
A ki ae X or R 的 性 质 ， 
=R, 


ere y € RS yr x€R 
BEER: 


1 是 非 对 称 的 。 

39 2 是 韭 对 称 的 ， 而 1 不 是 非 对 称 的 。 
1、2 和 3 是 反对 称 的 。 

2 是 反对 称 的 ， 而 1 工 不 是 。 

.42 2 和 + 是 完全 的 。 

43 2 是 完全 的 ， 市 1 AE. 

AOC NER, AE RB ARM: 
对 于 任意 的 自然 数 nEN BA nn 这 一 论 
断 不 成 立 。 

8.45 X 的 子 集 上 的 关系 往 是 自 反 的 ， 因 
为 对 于 所 有 的 SE >X. 8 SCS, EK., X 
的 子 集 上 的 关系 夺 是 传递 的 ， 因 为 若 ROS 
HSCTRKAG RCT, BR, X 的 子 集 上 
的 关系 伺 是 反对 称 的 ， 因 为 若 RCS 且 SC 
REBAAR=S. Alt. ix —E MJ, X W 
子 集 上 的 偏 序 。 

8.46 由 于 "一 ”不 是 完全 的 ， 所 以 它 不 是 全 
F: 对 于 每 个 自然 数 的 序 偶 mn. mn 
不 总 成 立 。 

8. 47 为 使 关系 所 构成 X 的 子 集 上 的 全 序 ， 
需要 这 … 关系 是 反对 称 、 传 递 和 完全 的 。 虽 
然 它 是 反对 称 和 传递 的 ， 但 它 不 是 完全 的 。 
考虑 X 的 子 集 S 和 丁 ， 并 非 对 所 有 这 样 的 
TRA SOT RTCSRS=T, 

8.48 内 为 所 不 是 对 称 的 ， 所 以 它 不 是 等 价 
KA: 并 非 对 每 对 自然 数 m An BAK m 
<n Wn<m, 

8.49 为 使 关系 三 构成 X 的 子 集 上 的 等 价 
关系 .需要 这 一 关系 是 自 反 、 传 递 昌 对称 


go ge ge 9 p o o 
4 


的 。 虽 然 它 是 自 反 和 传递 的 ， 但 它 不 是 对 称 . 


的 。 考 虑 X ERE TEST, HABA 
4 STM TCS, 
8. 50 
1. d 938. WHO, X UAE BU 
2. 8 99, Tg» E BG. TMT. fg 
fg. EBOERB) 
3. (FM, BRO, Mod. So 
Hl, EBOXBU 
4. (A38. fg». E BUR 
8.51 
1. Ø 
2. (Jik, WHER. MZR) 
3. (iD, E BRUST) 
4. { 猫 卢 猫 ， 狗 户 狗 ， 老 鼠 卢 老鼠 } 
8. 52 
tamb, brc. cd, de} 
U 
lac, bed, che} 
U 
(ard, bre} 
U 
{abe} 
={abb, bec, cd, dIe, ar 
c, bed, che, abd, bpe, 
ate} 
8. 53 
1. iM, BROOM. e) 
2. (iP A, HREM, NACE LL i 
OB. BRHER. Wf) 
3. GR 529, BRON. How, ER 
OBL. f 
4. ($8338, Ho, BRE) 


HM, WHER, HOR, EB 
rea, Xx BU ogg. HOI, X99 


4. Uit Od. Bet], E BUE RU 





^r E 


$823 





1. Name«*Yes_ No 
2. (Name X Yes No) -9Yes No 
3. (Yes noX Yes. No) (Name X Yes _ 


4. Yes_No«*( Name X Name) 


. AO, D, (1, 0), (0, D. (0, 0! 
. (C1, D, (1, 0), (0, D, (0, 00) 
C0, D, (0, DD) 

4. ((€0,. 1), (1, 1). (0, 0), G, 
0), (1, 0), (0, 1D. (d, 1), (0, 00) 

5. CO, D, d, 0D, (GO, OG, 1), 
(0, D. (0, 0D, ((0, 0), (0, D)) 

6. (01, C0, 1)), (1, (0, 0)), (O, 
(1, 0). (0. G, 1))} 
8.57 

l. husband = ( p, q * Person | (p, q) 
€ married A male( p)! 

2. wife lp. qt Person | (p, QE 
married A femaleCp)) 

3. mother— (p, q: Person | (p, 9€ 


Ww N 一 


parent A female(p)) 

4. father (p, q+ Person | (p, QE 
parent A male( p)} 

9.son | p, q : Person | (q, p) € 
parent A maleCp)) 

6. daughter (p, q: Person | (q, p) 
€ parent A femaleCp)) 

7. brother (p, q: Person | (p, QE 
sibling ^ maleCp)) 

8. sister (b, q: Person | (p, QE 


sibling ^ femaleCp)) 
8. 58 

l. aunt— (p, q: Person | Jr: Person 
* Cp, r) € sister A Gs q) € parent} 

2. uncle = (p. q : Person | Jr: 


Person * Cb, r) € brother A (Cr, q) € 


parent} 


3. nephew = ip, q Person | Jr? 
Person * (p, r)EsonA (r, q)€ sibling) 


4. niece (p, q: Person | Ar? Person 


e (p, r) € daughter (r, q0€ sibling} 


5. cousin { p, g : Person | Jr, s: 
Person * (r, p)€ parent A (s, q) € parent 
ACr, s2€ sibling) 

6. father in law- lp. 
jr: Person * (p, r) € father Ar, De 


married 


q : Person | 


7. mother in. law — (p. gq: Person | 
dr: Person * (p. r) € mother A Cr. p) € 
married} 

8. son in law- (p. q Person | 
dr: Person * (p, r)C husband A Cr, q)€ 
daughter] 

9. daughter in law (p, q : Person | 
Jr: Persons (p, r) € wifeACG, q)€ son) 
8.59 

l.stepfather— (p. qi Person | Jr: 
Person * (p, r) € husband A (r, q) € 
mother A Cb, q) € father} 

2. stepmother — (p. q: Person | Jr: 
Persons (p, r) € wifeN(Gr. q)€ father A 
(p, qo € mother} 

3. stepdaughter— (b, q: Person | Jr: 
Person * Cp, r) € daughter A (r, q) € 
married A Cb, gq) € daughter} 

4. stepson = (p, q : 
Person * (pb, r)€sonA (r, q) € married A 
(p. q) Ẹ son) 

5. stepbrother = (p. q : Person | Jr, 


Person | Jr: 


5? Person * (r, s) € married A (p, r)€ son A 
(s, DE parent A Cp, q) € brother A pq} 

6. stepsister={p, q: Person | Jr, s: 
Person * (r, s) € married A (p, r)€ daughter 
AG.» Q) € parent A Cp, q) € sister A pq} 

7. grandmother — (p, q: Parent | 3r: 
Person * (p, r) € mother A (r, q) € parent) 
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8. grand father (p. q: Parent | dr: 
Person * Cp. DE father A Gr. qQ) € parent} 
8. 60 

l. child = parent 

2. parent » parent( | {p} iD 

3. child * child s child( | {p} |) 

4. child. C | ipi i) 

5. dom mother 

6. dom father D lp: People | female(p)} 

7. dom Prother( ran brother 

8. dom grandmother œ | p : People | 
maleCp)} 

9. dom grandfather (| (dom father > 
Lp: People | maleC poi? 

8. 61 
in: M i nDOAnco*QG, 2Xn)} 
={n: 1 | n>0An<5 e. (n, n)} 

2. dom R— 11, 2, 3, 4} 

3. ran S— (1, 2, 3. 4j 

4.R^ = {(2, 1). (4, 2), (6, 3), 
(8. 4)} 

S. Re S={(1, 2). (2, 4)} 

6.5 R=R 
8. 62 . 

l. ils 2, 3, 4j 

2.11, 4, 9, 16} 

3. (2:9 1, 415 2. 6153, 84} 

4.11294, 205 16} 

5.11292, 28} 

6. {1h 2, 263} 

7.132294, 465} 

8. (1152 2} 

9. 12-2 3, 3m4, 415 5] 

10. (1, 4j 

11.12, 4j 

12. (1j 
8. 63 

|. loves 不 是 自 反 的 ， 因 为 布 赖 恩 卢布 
HA E loves, 


2. loves 不 是 对 称 的 ， 因 为 布 赖 恩 卢杰 
WEE loves, (H7 tlg fn MB E loves. 

3. loves 是 传递 的 ， 因 为 有 R^ 三民。 
8. 64 

LPMA DMA. MAR AM, 


AR E D 

2. (Alli mA. dp dE ROME. 7 
lii» E) 
8. 65 


1. (38 3E ng 8E, Bio RH} 

2. S8 jb» ME, RRO un. dh yu 
} 

3 


3. (SEO SR UE, Rio, MPD 
. du Be n n } 
4. (S RES RUE. RH RH. HD 


l 

5. (HFEA, Bi PO A } 

6. (RED RYL, REg ) 
TREE, RRO RL, HPD 
Myr. yu ne Ae } 

8. (RAL, AE PE ue } 

9. (JE, fecum) 

10. gf 
8.66 1 既是 传递 的 ， 又 是 对 称 的 。2 和 3 
是 传递 的 ， 但 不 是 对 称 的 。 而 4 是 对 称 的 ， 
但 不 是 传递 的 。 

8. 67 

1 @ 

2. (CE, F), GF. HR). Chil, 
HIJO. EFR, Ayo. CR. AH. CLE 
尔 ， 乔 )，( 比 尔 ， 吉 姆 ).( 瑞 克 ， 史 蒂 夫 )) 

3.{( 吉 姆 ， 乔 ) GFR. HER), Chil. 
HEAR), CF, FAD. CLEAR. F), (ER, 
Ty HE) } 

4. (ORE! BAK). (PBR, mM), 
(吉姆 ， 比 尔 )，( 比 尔 ， 吉 姆 )) 

8. 68 
1.@ 
2.{( 吉 姆 ， 乔 )，( 乔 ， 比 尔 )，( 吉 姆 . 
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TEAR), CEFR, WE)? 

3. (CM. FR). GF, ER). GEI., 
比尔 )} 

4. (a BERK), EEK., ma), 
(吉姆 ， 比 尔 )，( 比 尔 ， 吉姆 )，( 瑞 克 ， 瑞 
3E). (RK. PRK). GIR, SD. 
《比尔 ， 比 尔 )} 

8.69 

l|. 是 真 的 。 

2. 不 是 真 的 ; 反例 如 下 所 示 。 

lamb, cme} ° (bc, er2d)- {a 
Pe, ched} 

3. 不 是 真 的 ; 反例 如 下 所 示 。 


lar» b, bea} : bec, chb} 


={a c} 

8.70 AoW MATA do BOE | OS ffr 
关系 ， 需 要 后 是 自 反 、 对 称 且 传 递 的 。 给 定 
任意 的 命题 p. pep E. Kit, SEH 
反 的 。 给 定 任意 的 命题 户 和 9， 若 peq 为 
真 ， 则 oe pA. A. eR. A 
定 任意 的 命题 p. q Mr, Epo 为 真 且 gq 
Sr 为 真 ， 则 pSr 为 真 。 因 此 ， 马 是 传递 
的 。 由 上 可 知 ， 仿 是 所 有 命题 的 集合 上 的 等 
价 关系 。 

8.71 ÆR. Rt 是 传递 的 ， 所 以 它 的 传 
wt HAT. Alok. CR’) 5 R^ 
相同 。 





第 9 章 


前 一 章 讨论 了 关系 的 概念 。 在 那里 ， 我 
们 看 到 ， 在 -~ 个 关系 中 ,源头 中 的 任意 元 素 
都 能 映射 到 目标 中 任何 数目 的 元 素 。 本 章 考 
虑 - .种 特殊 的 关系 : Ba, 


9.1 一 种 特殊 的 关系 


前 面 曾 介 绍 过 类 型 为 N ev 
less than, 其 定义 如 下 。 

less than im. n3 N 

间 顾 关系 的 像 的 记 法 ， 可 以 写成 2€ 
less than | 015 |); 等 价 地 ， 也 可 以 写成 
(1, 2» € less than RÆ 1 5 2€ less than, 

类 型 同样 为 MI 1 的 关系 one less than 
可 以 定义 如 下 。 

one less than im, n3 | m+1=n} 

另外 ， 可 以 写成 2 € one. less than( | 
0210; 在 这 WALT 也 可 以 书写 如 下 。 

one less thanC | {1} | )= {2} 

进而 ， 很 明显 ， » one. less than Cz less _ 
than, 

在 第 二 个 关系 中 ， 源 头 中 的 每 一 个 元 素 
恰好 映射 到 目标 中 的 一 个 元 素 : 0 映射 到 1, 
1 映射 到 2，2 映射 到 3， 等 等 。 这 样 ， 把 具 
有 这 种 特殊 性 质 的 关系 称 作 另 数 (function): 
源头 中 的 每 一 个 元 素 都 至 多 映射 到 目标 的 一 
个 元 素 ( 或 者 等 价 地 说 ， 定 义 域 中 的 每 个 元 
素 都 恰好 映射 到 值 域 中 的 一 个 元 素 ) 。 

例 9.1 考虑 如 下 定义 的 关系 
holidays, 

holidays 
ASK PH BEF | 

"T ULGE" AS Se RE TE E E RE BG 2". 这样 的 
问题 给 出 一 个 唯一 的 答案 (如 果 答 案 存在 的 
话 )， 从 而 使 得 这 一 关系 成 为 函数 。 


的 关系 


| m<in} 


Ur HEX. EX. 


现在 我 们 考虑 如 下 定义 的 关系 souvenir, 
souvenir = (HG FIR, Aog. 
杰 夫 上 帽子 } 


这 里 ， 如 果 我 们 问 “ 杰 夫 带 回 了 什么 纪念 


an?” E 一 头 驴 和 
一 顶 帽 子 ， 因 此 ， 这 个 关系 不 符合 函数 所 要 


RAE. MAEI CES ADU 

每 个 元 素 都 映射 到 值 域 中 的 唯一 一 个 元 素 。 

C 

$i 9.2 M FEX SISAEXUR Iq X] * 
Xe X 是 一 个 函数 。 

Id X] (x: X. 





Thx} 





这 里 ， 源 头 中 的 每 一 个 元 素 都 恰好 映射 到 目 
标 中 的 一 个 元 素 。 ] 


我 们 把 从 X A Y KEA o6 CAR JL E 
合 记 作 X Y. HER. X-YEXOY HF 
集 。 事 实 上 ， 可 以 按照 下 面 所 示 的 方法 ， 通 
j X59) Y 的 所 有 关系 的 集合 ， 来 定义 从 XX 
到 Y 的 所 有 也 数组 成 的 集合 。 定 义 如 下 。 

XY={r: XeY | Yr: 
reyEer} 

利用 关系 的 可 视 化 图 形 ， 确 定 一 个 关系 
是 否 是 函数 是 很 直接 的 。 例 如 ， 考 虑 如 下 所 
示 的 关系 likes。 


dom r° 


jiy'ranr* 





likes 


文 个 关系 不 是 函数 ， 因 为 杰克 可 以 映射 到 吉 
姆 和 约翰 。 在 图 形 上 ， 它 带 有 分 岔 的 箭头 。 

另 一 方面 ， 考 虑 如 下 所 示 的 关系 hates, 
这 个 关系 是 函数 ， 因 为 定义 域 的 每 一 个 元 素 





RIF 





>< 


都 恰好 映射 到 值 域 中 的 一 个 元 素 ， 它 没有 分 
岔 的 箭头 。 

内 此 ， 对 于 给 定 的 关系 ， 可 以 通过 检测 
其 关系 网 中 是 否 有 分 贫 箭 头 来 可 视 地 决定 这 

练习 9.1 下 人 列 哪 些 关 系 是 函数 ? 

L. 个 

2.11, 2), (2, 3), (3, 1)? 

3. 101. 2), (2, D) 


4. (01. 2), G, DI g 
练习 9.2 列举 出 从 11，2) 到 (ee，p) 的 
Pr Ai ROC, O 


练习 9.3 KM E RENE RE? CO 

练习 9.4 NE T ERANT O 

练习 9.5 给 定 类 型 相同 的 函数 /和 
gg， 上 下 列 关 系 中 哪些 是 函数 ? 








|: fe 

2: fUg 

3: f\2 o 
9.2 全 函数 


由 次 考虑 如 下 定义 的 隧 数 holidays, 
holidays Ui lli f JE XE. PRR, 
杰 夫 F? 西 班 牙 } 
进一步 假设 这 个 函数 的 源头 和 目标 分 别 为 如 
下 给 出 的 集合 People 和 Places, 
People th. 3g. AK, NH) 
Places (B JE NE. 埃及， 西班牙 ， 希 腊 ) 
这 个 关系 是 琐 数 的 关键 在 于 ， 如 果 被 问 
道 %p 在 哪里 度假 ”的 话 (p 为 吉姆 、 琼 或 杰 
RHR D), 我 们 能 够 给 出 唯一 的 答案 。 


然而 ， 如 果 问 题 是 "杰克 在 哪里 度假 ?””， 那 
么 就 不 能 给 出 正确 的 答案 ， 内 为 虽然 杰克 出 
现在 这 一 需 数 的 源头 ， 但 没有 出 现在 这 一 机 
数 的 定义 域 中 。 

ERR /中 ， 如 果 源 头 的 每 一 个 元 素 都 
恰好 映射 到 目标 的 一 个 元 素 ， 那 么 我 们 称 S 
jz & & & (total function). MER Fe X — Y, 
f fe ® AB BUS dom f=X, 

我 们 用 XY 表示 所 有 从 X 到 YY 的 全 
琐 数 组 成 的 集合 。 注 意 ， 下 式 成 立 。 

X—YCX-Y 

还 可 以 如 下 定义 从 XX AY 的 全 函数 组 
成 的 集合 。 

XY={r: XeY | rE X = Y Adom 
r— Xj 

在 关系 的 可 视 化 表示 中 . 可 以 很 容易 地 
确定 一 个 函数 是 否 是 全 两 数 ， 一 个 函数 是 全 
函数 当 且 仅 当 对 于 它 的 源头 的 每 一 个 元 素 ， 
都 有 从 这 个 元 素 出 发 的 箭头 。 

例 9.3 考虑 如 下 所 示 的 关系 hates。 





hates 


这 个 关系 不 是 全 函数 ， 因 为 约翰 没有 映 
射 到 目标 中 的 任何 元 素 。 相 反 ， 如 下 所 示 的 
关系 looks like 是 全 函数 。 





looks like 


这 是 因为 ， 源 头 中 的 每 一 个 元 素 都 恰好 





映射 到 目标 中 的 一 个 元 素 。 
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例 9.4 考虑 集合 {1]，2，3} 上 的 如 下 
同类 关系 。 

tl， 152, 263} 

这 个 头 系 不 是 全 国 数 ， 因 为 3 没有 映射 
到 目标 中 的 元 素 。 而 如 下 所 示 的 {1，2，3} 
LAA TALE XS FR FE PRK. AAL PE 
SOCK BIA Ef BT SEL te PAY — PSR. 

{TH 1, 3252, 263} 

练习 9.6 假设 有 如 下 定义 的 集合 
People 和 Mode , 

Peopie= BR], BAR, KI? 

Mode= (KE. ATE, KE) 

下 列 哪 些 类 型 为 People*>Mode 的 关系 
de: PR RL? 

l. Ø 

2. (HAIDA, BARDIA) 

3.{ 巴 利 户 汽车 ， 奈 杰 尔 卢 汽 车 ， 大 卫 
px 43 

4. (UL RIS CE. GRID ATE, EA 



































AeA, KESKE) 

练习 9.7 列举 出 从 {1，2} 到 {a, b) 的 
所 有 的 全 函数 。 [] 

练习 9.8 ERRAR ES E 
je PAR? 

练习 9.9 给 定 类 型 相同 的 全 函数 /和 
ge {Ng 是否 一 定 是 全 函数 ? 口 


9.3 函数 的 作用 


就 像 我 们 已 经 看 到 的 那样 ， 函 数 具 有 把 
其 源头 的 每 -个 元 素 映 射 到 目标 中 的 至 多 一 
PICK BH. Alb. FRR f 和 元 素 
r. fCl ic} | ) 的 值 总 是 或 者 是 空 集 或 者 是 
由 尺 映 射 到 的 值 组 成 的 单 集 。 正 因为 此 ， 
我 们 可 以 考虑 对 于 特定 元 素 的 函数 的 作用 
(function application); 这 仅仅 是 关系 的 像 
运算 的 特殊 形式 。 


给 定 函数 EX 一 Y MRD VEX. 我 
们 用 fa 表示 了 对 xz 的 作用 。 此 时 . fx==y 
KHAK, yE. 

$9.5 SIN FE MY PAR pers. 

pets UK aim fa. BABY A. 

迈克 尔 F> 猫 } 
这 里 ， 

pets 爱 米 丽 二 金鱼 

H 











pets HAR — vb BR 

当然 ， 仍 可 以 把 关系 的 像 运 算 与 函数 相 
关联 ， 但 是 ， 当 我 们 处 理 函 数 时 ， 考 虑 函数 
的 作用 更 有 意义 。 

也 可 以 如 下 形式 地 定义 函数 的 作用 。 给 
ERR FOX + Y 和 元 素 rEX， 太 对 > 的 
PRECES EH M F BR o 

fr=luy Y| reye f) 

当然 ， 如 果 + 不 在 了 的 定义 域 中 出 现 ， 
那么 fr 是 未 定义 的 。 注 意 ， 只 可 以 对 函数 
实施 函数 的 作用 ; 关系 上 的 函数 作用 是 未 定 
Xf. 

练习 9.10 SiRF FUR, 

likes Up B. WHOA, BA 
FETE, DI Pw 
dislikes={ BOWIE, WHOA. WH 
oH) | 

下 列 函 数 作用 中 哪些 是 有 定义 的 ? 

l. likes 肯 

2. (Likes ) 肯 

3. dislikes B 

4. Cdislikes^ ) B 








5. (likes ° likes) Ej 
6. Cdislikes ; dislikes) ff E] 
练习 9.11 考虑 如 下 所 给 的 函数 pets, 


pets — (OK l4 fa, 理 查 德 卢 沙 鼠 ， 
33 LAKE ) 


O 在 很 多 教科 书 中 .函数 /对 项 x 的 作用 写作 f(x). 而 不 是 六。 这 两 种 形式 都 是 合理 的 ,但 是 本 书 采用 后 理 。 
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l. pets 理 查 德 的 值 是 什么 ? 
2. pets 迈克 尔 的 值 是 什么 ? 
3. pets 金鱼 的 值 是 什么 ? 
4.({ 爱 米 丽 ) <a pets) 爱 米 丽 的 值 是 什 
Al ci 
练习 9.12. 假设 有 练习 9.11 的 关系 
pets， 给 出 下 列 集合 描述 的 结果 。 
l. {pt pets} 
2. ip pets * p. 1) 
3. (p * pets | p. 2 4 f&) 
4. (p * pets | p. 2 4 fü e p. 1) 
5. {pt pets | p. 1-— KAW + pets p. 1) 
8. (p * pets | p. 1—2X2K Bi + p. 2). O 





9.4 覆盖 


如 果 要 用 函数 来 对 真实 世界 中 的 对 象 建 
立 模型 ， 就 需要 有 一 种 更 新 世界 描述 的 手 
段 。 总 之 ， 尽 管 与 某 些 函 数 相 关 的 值 可 能 总 
是 不 变 的 (例如 ， 自 然 数 的 加 法 )， 但 是 ， 我 
们 也 许 期 望 与 其 他 一 些 函数 相关 的 值 ， 特 别 
是 那些 与 真实 世界 系统 的 建 模 相关 的 函数 的 
值 ， 在 必要 时 发 生 必要 的 变化 。 

例如 ， 考 虑 如 下 定义 的 函数 wage. 

wage = {FE OHH 23 000, RKB KH 
18 750, Wr 18 750, ži ĝe 28 000} 

如 果 埃 文 斯 的 薪水 每 年 增加 50 英镑 ， 
那么 我 们 希望 wage 的 新 描述 将 是 如 下 所 示 
的 形式 。 

new wage-- ($E re 23 000， 埃 文 斯 
+> 18 800， 琼 斯 -> 18 750, #5 BH 28 0003 

与 其 从 头 定义 一 个 新 函数 new wage, Œ 
可 取 的 做 法 是 ， 使 用 wage 来 定义 new wage: 
利用 函数 覆盖 运算 和 罕 (function override opera- 
tor) 外 可 以 做 到 这 一 点 。 

给 定 两 个 相同 类 型 的 函数 f Mg., O 
8 表示 用 < Bf. 我 们 称 f 被 g 覆盖 了 。 
这 个 运算 符 可 以 根据 g 的 值 有 效 地 更 新 f. 
因此 ， 有 


new wage = wageCo (M x: Er 18 800) 

上 面 的 表达 式 反 映 了 我 们 所 希望 的 变 
fL. XH. wage TEE CLR X RO 18 800) 
所 更 新 : 我 们 希望 与 挨 文 斯 相关 联 的 薪水 发 
和 牛 变化 ， 而 其 余 薪 水 保持 不 变 。 

可 以 形式 地 定义 覆盖 如 下 。 

f®g= (dom g a f)Ug 

如 果 考 虑 下 面 的 事实 . 那么 这 个 定义 的 
含义 就 很 清楚 了 。 我 们 考虑 的 源头 中 存在 三 
类 元 素 : 第 一 类 是 出 现在 f 的 定义 域 中 但 
不 出 现在 & 的 定义 域 中 的 元 素 ; 第 二 类 是 
同时 出 现在 f 和 & 的 定义 域 中 的 元 素 ; 第 
三 类 是 不 出 现在 f 的 定义 域 中 但 出 现在 
的 定义 域 中 的 元 素 。 我 们 依次 考虑 每 种 

WR a Hb, WUE SR. TA a, 
不 出 现在 g 的 定义 域 中 ， 那 么 这 个 从 a, 到 
b, 的 上 映射 不 受 g xt 的 覆盖 的 影响 。 因 此 ， 
a, e 出 现在 Oet. 

其 次 ， 如果 映射 a Hb 出 现在 f 中 ， 
MA a. 出 现在 g 的 定义 域 中 ， 那 么 从 u 到 
b, 的 映射 受到 g 对 了 的 覆盖 的 影响 。 因 此 ， 
à» > gas 出 现在 Ag 中 。 

RUA, MRA a,b, 出 现在 g 中 ， 
fj Aa, 不 出 现在 f 的 定义 域 中 ， 那 么 映射 a 
Bib; 被 加 入 到 结果 函数 中 。 因 此 ，a; H b 
出 现在 fg 中。 

例 9.6 考虑 如 下 给 出 的 函数 Ag. 

f={0PO, lel} 

g={0 1, 21223) 

如 果 我 们 依次 考虑 源头 的 每 一 个 元 素 ， 
有 如 下 结果 。 

。 在 中 0 映射 到 0, 在 g 中 0 映射 到 

1， 所 以 (fg)0=1; 
。 在 了 中 1 映射 到 1，1 不 出 现在 g 的 
MP. MC fOg)1=1; 
。，2 不 出 现在 f 的 定义 域 中 ,有 目 在 g 
中 2 映射 到 3， 所 以 CA 四 ge)2 一 3。 
因此 ，g 对 f 的 覆盖 如 下 所 示 ， 





Peg E 





f/QBg-1051.1mn1.203! 
$19.7 XE FAA BERE f. 


/ 
HEEE F LR ISTE PAR g。 


ext f WR As 如 下 图 所 示 。 


练习 9.13 假设 有 如 下 定义 的 函数 。 


Ac ike, X; X } 
= PERR, 3X 

C= | RR. d RE) 

计算 下 列 各 题 。 

1. AGB 

2. BOA 

3. BAC 

4. CAOQBD OC 

5. AGQC BOO C) 

练习 9.14 证 明 下 列 各 式 。 

L. fOs=f 

2. fO — f 

3. OD f— f 
































9.5 函数 的 性 质 


正如 函数 是 特殊 类 型 的 关系 ， 我 们 也 可 
以 定义 特殊 类 型 的 函数 。 在 本 节 ， 我 们 介绍 
三 种 特殊 类 型 的 呆 数 : 单 射 (injection) 、 满 
射 (surjection) 和 双 射 (bijection)。 


9.5.1 单身 


PRA /€X-Y ROM dc eH, 
当 且 仅 当 ， 对 于 和 中 的 每 一 个 元 素 ，X 中 
最 多 有 一 个 元 素 映 射 到 它 。 我 们 将 类 型 为 
XY 的 所 有 单 射 消 数组 成 的 集合 记 作 
X=Y. GR, A 

X^»YCX-Y 


另外 ,我们 把 类 型 为 Xe>*Y 的 所 有 全 单 
St (total injection) 的 函数 组 成 的 集合 记 作 
XY。 形 式 地 定义 上 述 集合 如 下 。 

X Y 

—(r: XoYlreX-YA Yy: ranr» 

(diz: domr* (r, y)Er)? 

X=Y =X YN XY 

例 9.8 假设 有 如 下 给 出 的 集合 Person 
和 Colour。 

Person- (E E, DH, SB) 

Colour= {8 f, KE., HE) 

假设 有 如 下 给 出 的 函数 favourite, 

favourite {P EPRE., BHD 

HE., FELRE) 

XE, favourite 显然 是 单 射 ， 因为 对 于 目 
标 中 的 每 一 个 元 素 ， 源 头 中 最 多 有 一个 元 素 
映射 到 这 一 元 素 。 而 且 ， 这 一 函数 是 全 单 
B. 因为 dom favourite — Person, 

而 另 一 方面 ， 下 面 的 函数 car colour € 
Person — Colour 不 是 单 射 ， 因为 罗 宾 和 马 
特 都 映射 到 蓝 色 。 

car_colour= (P ESR E, BRKE) 

站 


i 
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可 以 使 用 土豆 网 来 判定 给 定 关 系 是 否 是 
单 射 。 例 如 ， 考 虑 下 图 所 示 的 favourite € 
Person * Colour 的 土豆 图 。 





favourite 


如 上 上 图 所 示 . 因为 没有 汇集 到 一 起 的 箭 
头 、 所 以 可 以 得 出 这 一 函数 是 单 射 的 结论 。 
而 在 下 图 所 示 的 car colour 的 土豆 图 中 有 汇 
Ke) ROL: 有 两 个 箭头 指向 蓝 色 ， 因 
此 ， iX ABC REGEL, 








car colour 


因此 ， 是 否 存在 汇集 到 一 起 的 箭头 可 以 
HDE RE KRETE AH. 

练习 9.15 FINEP pg c ERS? 

1l. Ø 

2. ilea, 1256) 

3. ileu, 2a} 


] 


4. (lea, 2:2 6) 

练习 9.16 给 出 从 {0， 
所 有 单 射 的 集合 。 

练习 9.17 给 出 从 {0， 
所 有 全 单 射 的 集合 。 

练习 9.18 单 射 的 逆 一 定 是 单 射 吗 ? 





1?f8jia. b) 





的 
1jf8](a, 5) 的 
口 








练习 9. 19 全 单 射 的 逆 一 定 是 全 单 射 吗 ? 











9.5.2 Feat 


PAM fEX -一世 是 满 射 函数 或 满 射 ， 
SHARH., FY PHR- AER y RA 
XH IR x, x 映射 到 y。 我 们 将 类 型 为 
XmY 的 所 有 满 射 函 数组 成 的 集合 记 作 XX Y. 
显然 有 

X-»YCX-Y 

另外 ,我 们 将 类 型 为 XY 的 所 有 全 满 
射 组 成 的 集合 记 作 X -*Y。 形 式 地 定义 这 些 
集合 如 下 。 

X-Y-—-ir: XeY rE X -~YAran r=Y} 

X>Y=X»Y(\X>Y 

例 9.9 再 一 次 考虑 如 下 给 出 的 集合 
Person 和 Colour. WR RRM favourite € 
Person Colour , 

Person C (JE, BH, xpi) 

Colour (RE, KE, HE? 

favourite= (E En E., BHR 

HE. FOSRG)? 
EXE, favourite 是 满 射 ， 央 为 对 于 目标 
集合 中 的 每 一 个 元 素 ， 都 存在 源头 的 元 素 映 
射 到 它 。 而 且 ， 这 一 函数 是 全 满 射 ， 因 为 
dom favourite= Person, 

我 们 再 一 次 考虑 如 下 给 出 的 函数 car 
colour € Person > Colour , 

car colour—(& RHE. ARS fa} 
它 不 是 满 射 ， 因 为 在 定义 域 中 没有 映射 到 绿 
色 和 黄色 的 元 素 。 

同样 ， 可 以 用 土豆 图 来 判定 一 个 关系 是 
否 是 满 射 一 个 关系 具有 满 射 性 质 ， 仅 当 它 
的 目标 中 的 每 一 个 元 素 都 被 映射 到 。 由 下 图 
BTR, PRX favourite 满足 这 条 性 质 。 ` 

















favourite 
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Skid. h RAB Al. car colour 不 满足 
这 条 性 质 。 


| — 


car colour 


因此 ， 可 以 通过 考察 目标 中 的 每 一 个 元 素 
是 否 都 被 映射 到 来 判定 给 定 函数 是 否 是 满 射 。 

练习 9.20 下列 类 型 为 {a, bs cle 
10，1} 的 关系 中 哪些 是 满 射 ? 

1. 0f 

2. lam 0, bbl} 

3. {am 0, bel, cel} 





4. la 90, b0, bml} 

练习 9.21 IH (0, 12 80a. b) 的 
所 有 满 射 的 集合 。 

练习 9.22 给 出 从 {0， 
所 有 全 满 射 的 集合 。 

练习 9.23 mRX Am 个 元 素 , AY 
Ain AER, RAKE f€ X — Y 成 为 满 射 
m A n 间 必 须 有 什么 关系 ? 

练习 9.24 假设 X 和 Y 都 有 n 个 元 素 ， 
日 /EX 一 Y 是 全 满 射 ， 那么 f 一 定 是 单身 
Rg? 

练习 9.25 满 射 的 逆 一 定 是 满 射 吗 ? 











Lia, ds 的 



































练习 9. 26 Sat B — E ew? 














9.5.3 WH 


PAM /EX 一 Y 是 双 射 函数 或 双 射 ， 
当 有 仅 当 f 既是 单 射 又 是 满 射 。 我 们 将 类 
BA XY 的 所 有 双 射 函数 组 成 的 集合 记 作 
X=Y, BRA 

X => YGX +Y 

及 外， 我 们 将 类 型 为 Xe*Y 的 所 有 全 双 


射 组 成 的 集合 记 作 X +Y. ERBER 
些 集合 如 下 。 

X »Y-—X»Y(YX-Y 

X -> Y=X = YNX>Y 

例 9.10 再 次 考虑 如 下 给 出 的 函数 
favourite € Person — Colour , 

favourite UE ROR. Bib 

HE. EER ff} 

它 是 双 射 ， 因 为 它 既 是 单 射 义 是 满 射 。 耐 
且 ， 它 是 全 双 射 、 因 为 dom favourite = 
Persoz。 相 反 ， 如 下 定义 的 图 数 car. colour 
€ Person -> Colour 不 是 双 射 ， 因 为 它 婚 不 
是 满 射 也 不 是 单 射 。 

car colour V9 RO (6. BR 

HE) C 

809.11 回忆 我 们 在 第 5 章 对 布尔 代 
数 的 同 构 的 讨论 。 对 于 同 构 的 两 个 布尔 代 
数 ， 把 其 中 一 个 布尔 代数 转换 成 另 -一 个 布尔 
代数 的 函数 必须 是 全 双 射 。 口 

练习 9.27 下 列 类 型 为 {a, bs cy d) 
一 :0，1，2} 的 函数 中 哪些 是 双 射 ? 

l. Ø 

2. ia 0, be» 1) 

3. (am 0, 60120, cml, d 92] 








4. lar30. bel, cH 2) C] 
练习 9.28 给 出 从 10， 1) £l (as b} BY 
所 有 双 射 的 集合 。 C] 





练习 9.29 (RIE X Hm DER., HY 
有 个 元 素 。 如 果 /EX 一 Y 是 全 双 射 ， 那 
4 m 和 之 间 一 定 满足 什么 关系 ? Cl 

练习 9.30 双 射 的 逆 一 定 是 双 射 吗 ? 

练习 9.31 全 双 射 的 道 一 定 是 全 双 射 
iij? C] 





9.6 递归 函数 


递归 函数 这 一 本 书 较 高 级 的 论题 最 初 是 
在 第 2 章 介绍 的 。 在 那里 ， 我 们 对 Peano 算 
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AR UF AE X EE mult, 
mult(0. n) =0 
mult(0d-1. n)7n 
mult(m tl, n)-—n-mult(m. n) 
这 里 ， 用 0 XE n 的 结果 为 0， 用 0 十 1 乘 nn 的 
结果 为 n。 另 一 方面 ， 如 果 与 n 相 乘 的 数 大 
FOH 那么 ， 可 以 通过 mult 来 定义 mult 
的 结果 。 
任意 由 其 自身 定义 的 函数 (meull 就 是 一 
个 典型 的 例子 ) 称 作 递 归 函 数 (recursively 
defined function), Hiin, WA E A EAE 
自然 数 中 的 数字 的 数目 的 函数 digits WE 
义 如 下 。 
digits(n)=1, WM n<10 
digits(n) =1+digits(n div 100, Kf 
这 里 ， 对 digits(397) 的 计算 如 下 。 
digits(397) =1+digits(39) 
=1+ (1+digits(3)) 
三 1 十 (1 十 1) 
=3 
因此 ， 通 过 digisC39) X T digits(397). 
同样 、 使 用 digits(3) 定 义 了 digits(39), Bm. 
使 用 1 给 出 digits (3) 的 结果 。 可 以 看 到 ， 
每 -次 对 digits 的 调用 都 对 digits (397) 
的 最 后 结果 产生 了 影响 。 
于 举 一 个 例子 ， 可 以 通过 函数 add Fg 
造 mult 的 新 定义 ， 而 函数 add 本 身 也 是 递 
归 定 义 的 。 
mult (0,n)— 0 
mult O+ 1,n)— n 
mult m + 14) — add (n,mult (m,n)) 
add (0,n) — n 
add COn + 10,8) — add (mn) +1 
六 此 ， 在 Peano 算术 中 ， 可 以 如 下 递归 
地 计算 0 十 1 十 1 乘 以 0 十 1 十 1 十 1 的 结果 。 
nult(0 十 1 十 1 ，0 十 1 十 1 十 1) 
—add(0--14-1d-1. mult(04-1. 0-- 12-14-10) 
三 add (0 十 1 十 1 十 1，0 十 1 十 1 十 1) 
=add(O+1+1, 0F14141)41 


=add(0+1, 0+1+14+1)+141 
=add(0. OF14+141)4+14+1+1 
一 0 十 1 一 1 十 1 十 1 十 1 十 1 

ie UH eR CR — BOE UT 

fM Sr, Xp nm 
=yt fn’), Hb 

一 般 情 况 下 . fee Ud mE Xm. 
存在 一 个 或 多 个 简单 或 "基底 ”情况 ， 以 及 
一 个 或 多 个 通过 函数 自身 定义 的 复杂 情 
况 。 上 面 的 表达 式 里 ,nn 二 mm 是 基底 ， 当 计 
算 到 达 这 一 步 时 ， 递 归 终 止 。 对 于 更 复杂 
的 情况 ， 使 用 y 十 f(x) 来 定义 f(n)。 一 般 
来 说 ,x 是 “小 于 ”n、 某 种 意义 上 说 是 更 接 
it m WA. 

只 有 小 心地 选择 基底 情况 ， 并 确保 递归 
定义 的 每 一 步 都 更 靠近 基底 情况 ， 才 能 保证 
递归 过 程 不 会 无 休止 地 进行 下 去 。 因 此 ， 称 
满足 下 列 性 质 的 递归 定义 f 为 良 定义 的 
(well-defined), 

1. 存在 称 为 基 值 (base value) fy HE se 
值 ， 对 于 这 些 值 ， 这 一 函数 不 引用 其 自身 。 

2. 每 当 函 数 引用 其 自身 时 ， 函 数 的 自 
变量 都 更 靠近 基 值 。 

TE PRÉC digits 的 例子 中 ， 有 

digits(n)=1. Æ n<10 
充当 着 基底 的 角色 ， 而 下 式 

digits(n) =1+digits(n div 10) 

使 用 digits(n div 1005€ X digits(n), Hip 
n div 10 HE n 更 靠近 基底 。 








例 9.12 可 以 如 下 递归 定义 阶乘 
PRC! 

0! =] 

1! =] 


n! =nX(n—-1)!l, Æ nl 

而 且 ， 这 一 递归 函数 是 良 定义 的 。 O 

练习 9.32 为 什么 下 面 这 个 递归 函数 
不 是 良 定义 的 ? 

fO)=1 

SmS fnt, 








若 n>0 
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A 
练习 9.33 为 什么 下 面 这 个 递归 函数 
不 是 良 定 义 的 ? 
f (pmi 
fG0— fi—2)1. E n»1 口 


练习 9.34 定义 计算 给 定 自然 数 中 0 
的 数目 的 递归 珊 数 。 
练习 9.35 定义 对 给 定 自 然 数 中 出 现 
的 所 有 数字 求 和 的 递归 函数 。 例 如 ， 这 一 函 
数 作用 于 347 的 结果 为 3 十 4 十 7 一 14。 [] 
练习 9.36 定义 对 给 定 自 然 数 中 出 现 
的 所 有 数字 求 积 的 递归 函数 。 例 如 ， 这 一 函 
数 作用 二 347 的 结果 为 3X4X7=84。 O 
练习 9.37 定义 返回 自然 数 中 最 大 数 
字 的 递归 函数 。 例 如 ， 这 一 函数 作用 347 的 
结果 为 7。 可 以 假设 存在 丽 数 greater, 
greater(m, n)ik [al m Mn 中 较 大 的 数 。 
































9.7 附加 练习 


练习 9.38 一 个 学 校 的 数据 库 中 保存 
有 人 学生 所 选 的 课程 ， 以 及 每 一 个 老师 所 负责 
的 所 有 学 生 。 给 出 能 表示 这 些 信息 的 两 个 
PRI 

练习 9.39 函数 f 对 于 每 个 英文 短语 
计算 组 成 这 一 短语 的 不 同 字 母 的 数目 。 下 列 
ARREA? 

l. fCsimple) 

2. f slightly harder) 

3. f Cc'est impossible) 

练习 9.40 下 列 定义 中 哪些 是 函数 ? 

1. Ø 

2. | hit EO Hi. e. Eo 
4 fh} 

3.《 佛 瑞 德 一 猫 ， 鲍 勃 F> 狗 ， 琼 > 狗 } 

练习 9.41 部 分 丽 数 和 全 函数 之 间 有 
什么 差异 ? 请 举例 说 明 。 

练习 9.42 假设 有 如 下 定义 的 函数 。 

holiday= (吉姆 F> 冰 岛 ， 爱 米 丽 F 坦 纳 
利 佛 ， 戴 夫 F* 新 加 坡 ， 史 蒂 夫 F? 冰 岛 ， 阿 里 


Od. DAE AR} 

likes (FB), OK REO. M 
Xe 09. R, B. BN XOU. H8. 
BR). WESH), udo) 

climate — (IK & 19, WBA HOM, 
Anio NR. FR} 
计算 下 列 各 题 。 

L likes( | {吉姆 ， 爱 米 丽 ) | ) 

2. (holiday ° climate)E- (15) 

3. holiday CD (EK lii AB} 

2&2) 9.43 如 何 使 用 练习 9.42 中 所 定 
义 的 函数 来 描述 到 自己 所 喜欢 的 气候 的 国家 
度假 的 人 的 集合 ? 

练习 9.44 假设 有 以 下 定义 的 集合 。 

A={(1, a), (2, b), (3, 0, (4, dd} 

B=((2, b), (4, b) 

C={rt Al a1=1V2xr1=3+ (x.1, ©} 


计算 下 列 各 题 。 
1. AGB 
2. AMC 
3. A®(C®B) 
4. CAGQO PB 
练习 9.45 假设 有 集合 A= {1，2)， 


B={r, yh 
l. 给 出 从 4 到 已 的 所 有 全 函数 的 


2. 给 出 从 A SI B 的 所 有 单 射 的 集合 。 
3. 给 出 从 A 到 B 的 所 有 全 单 射 的 


4. 给 出 从 A 到 8B 的 所 有 满 射 的 集合 。 
5. 给 出 从 A BB 的 所 有 双 射 的 集合 。 
练习 9.46 考虑 如 下 定义 的 关系 
parent WY 8.57), 

parent={p, q: Person | p d& q 的 父母 } 
使 用 parent 定义 下 列 函数 。 

l. children; Person 一 上 Person， 使 得 
children(p) 表 示 p 的 孩子 的 集合 。 
2. number of children; Person >N , 


使 得 number of children p Xo p HEF 
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X we 


OF 





的 数目 。 

练习 9. 打 考虑 如 下 定义 的 集合 。 

People- (Xi IK, BRIE. BKM) 

Fruit ÆR. FÆ) 
Rp FP pe E EE, E 
是 双 射 ? 

1. Ø 

2. GB VERSER. OK JE EXER 

3. OK RB ERR. SKIER X. 
AOK Bi» CO 

4. (OK Hj 3E. OK JE YES ER} 

练习 9.48 ZÈ 9h RH 9 (Fibonacci 
sequence) 是 如 下 所 示 的 数列 。 

O. 1, 1. 2, 3. 5, 8. 13. 21, 34, 
55. 89, 144. + 
A5 i IE oix -E SU BAY 338 UH RC 

练习 9.49 AS PR AW C Ackermann 
function) 是 如 下 定义 的 函数 。 

AO, nnl 

Alm, 0)=A(m—1, 1), # m0 

Am, n)=A(m~1, Alm, n~— 1)), 

若 m>0 H n0 

计算 下 列 各 题 。 

]. ACO, 2) 

2. AC2, 0) 


9.8 练习 解答 


9.1 1、2 和 3 是 函数 ，4 不 是 。 
9.2 从 {1，2}? 到 tea， 外 的 所 有 函数 的 集合 
如 下 所 示 。 

Ø. ilma}, {1H 6}, (295alt2» 
bb, ilea, 201a). {le a, 2b}, 
il i55. 2ma}, (leb, 265) 

9.3 不 总 是 。 考 虑 如 下 定义 的 函数 f. 
f=i0B1, lei} 

在 此 ， 如 下 所 示 的 "显然 不 是 函数 。 
={D0, 1 D1 

9.4 是 的 。 如 果 f 是 函数 ,那么 源头 中 的 


每 一 个 元 素 最 多 映射 到 目标 中 的 一 个 元 素 。 
如 果 & 是 了 的 一 个 子 集 ， BACH Hh 
保 g 同样 满足 函数 所 需要 的 这 一 必要 的 
性 质 。 
9.5 

1. 是 的 。f 和 gg BEAR, AA SNe 
既是 了 的 子 集 又 是 g 的 子 集 ， MARR 
任意 子 集 也 一 定 是 函数 。 因 此 ，/f 人 门 g 一 定 
是 函数 。 

2. 不 总 是 。 考 虑 HOW RM g= {0 
rel}, ZE, Ag MER. (AE /Ug 


AN Fe PR BL 


3. 是 的 。f 是 一 个 函数 。 因 为 /\g 是 
SMF, MEARE TREE. 
Ak. fNg 一定 是 函数 。 

9.6 3 是 全 函数 ，1 和 2 是 部 分 函数 ， 而 4 
TERR. 

9.7 从 位 ，2} 到 1a,，6} 的 所 有 全 函数 如 下 
所 示 。 

mea, 2ma}, lba, 265}, 
{lr b,.2 ma}, (1b, 26} 

9.8 ^ —jEdé. BLUR Rm RM f: XX 
使 得 和 X={0, DH f—1051. 1191), BB 
么 ， 如 下 所 示 的 广 显 然 不 是 函数 。 

f -iíimnm90.1nmn1) 

9.9 不 一 定 是 。 考 虑 如 下 定义 的 全 函数 S 
Mg. 

f^1(050, 1151) 

g={0b1, 150) 
felt, [Ng= OD. EAT RETE. 

9.10 1、3、5 和 6 有 定义 。 
9. 11 

1. OR 

2. 5K 

3. ZXR 

4. 未 定义 
9. 12 . 

l. (OK lilio Sf. BA EO PP ERG. XH 
克 尔 上 > 猫 } 
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d E 
2.{ 爱 米 丽 ， 理 查 德 ， 迈 克 尔 } 9.19 AE, BRAM E0, lpia, b, 
3. XOK i9 4 M) ci, EX. 
4. RX? f={0Pa, 1b} 
5. (4 fa} 如 下 所 示 ，f 的 逆 ia 0. bb IS BRR 
6. {金鱼 ， RW. 但 不 是 全 单 射 函数 。 

9. 13 9.20 只 有 2 和 3 BN RR S 4 RR 
1. (Junk, & Xe. BRE RM. 1 BRB ZETA BT RK. 

L3 9.21 JA(0. lala. 5 的 所 有 满 射 的 集合 


2.iBÀ- mm Hp. SEA RED. BRD 


3. (oR IT. RRE, BH KD 


BLA UME, ERS 


5. (te eit. 


3 

) 

4. (ROR TF. 
} 

5 RKO dH. BBR 
} 


1. /Bf =Cdom fa PUS 
=OUf 
=f 
2. [DØ = (dom Sa JU 
— (ga NUD 
=fUS 
= f 
3. (CD f = (dom f0) UF 
=SUF 
=f 
9.15 1 和 4 是 单 射 珊 数 ，2 不 是 函数 ，3 
E PR RUE AS E BR aR 
9.16 从 {0，1} 到 {4a， b B BUE ESI HEA 
如 下 所 示 。 

(Ø. {Ora}, {0b}, (115a). (1 
bi, hea., 1b}, {OR 4, 1 Pa)} 
9.17 从 10，1}) 到 {a,， 65} 的 所 有 全 单 射 的 集 
fr Wl F Bron, 

{Oh a, Leb}, (055, 15 a)) 
9.18 是 的 。 这 样 的 函数 既 没 有 汇聚 的 箭 
头 ， 也 没有 分 贫 的 箭头 。 因 此 ， 它 的 道 也 没 
有 这 样 的 箭头 。 


o 


如 下 所 示 。 

{{0Pa, leb}, 10b, lea)? 
9.22 Mid. 1} 到 {a, 5; 的 所 有 全 满 射 的 集 
合 如 下 所 示 。 

{{OPa, leb}, (0r b. lhea}? 
9.23 为 了 使 上 是 满 射 ， 必 须 有 mcn. 
9.24 是 的 。 由 于 X 和 Y 具 有 相同 的 势 ， 
X 的 所 有 元 素 都 被 映射 出 去 ， 而 Y 中 的 所 
有 元 素 都 被 映射 到 。 因 此 ，X 中 的 每 一 个 
元 素 一 定 映 射 到 YY 中 的 唯一 元 素 。 

9.25 不 一 定 是 。 当 源头 的 势 严 格 大 于 目标 
的 势 时 ， 满 射 的 逆 不 是 满 射 。 

9.26 是 的 。 如 果 f 是 一 个 全 单 射 ， 那么 
源头 中 的 每 一 个 元 素 都 被 映射 出 去 ， 而且 没 
有 汇集 和 分 岔 的 箭头 。 因 此 . 广 的 目标 中 
的 每 一 个 元 素 都 被 映射 到 ， 而 且 /没有 分 
贫 的 箭头 。 所 以 ， 广 是 满 射 。 

9.27 1 和 2 是 单 射 但 不 是 满 射 ，3 是 满 射 
但 不 是 单 射 ，4 是 双 射 。 

9.28 Kid. lia, OMAHA 
如 下 所 示 。 

{{OPa, 15556), (0PPb, 15a)! 
9.29 如果 f 是 全 双 射 ， 那么 一 定 有 m= 二 n。 
9.30 不 一 定 是 。 考 虑 如 下 定义 的 FE {a， 
b, c)-1(0. 1}, 

fHlaPd, bel} 

这 一 图 数 既 是 单 射 又 是 满 射 ， 因 此 是 双 . 
射 。 然 而 ， 广 不 是 满 射 ， 进 而 不 是 双 射 。 
9.31 是 的 。 考 虑 全 双 射 f。 根 据 定义 ，/ 
没有 汇聚 的 箭头 ， 也 没有 分 岔 的 箭头 ， 而 且 
源头 的 所 有 元 素 都 被 映射 出 去 ,目标 的 所 有 
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JU SEE OR B.A. f 也 有 这 些 性 质 。 
所 以 ， 广 是 全 双 射 。 
9.32 它 不 是 良 定义 的 递归 上 函数。 因为 递归 
的 情况 是 自 变量 离开 基底 ， 而 不 是 靠近 基 
底 。 考 虑 /4) 的 计算 ， 有 
fAV=fO)+1 
= f(6)+14+1 


9.33 不 是 良 定义 的 递归 函数 ， 因 为 函数 的 
递归 调用 可 能 达 不 到 它 的 基底 。 考 虑 /(4) 
的 计算 4 
(= fQ»1 
一 A(0) 十 1 十 1 
= f(—2)+14141 


9. 34 

zerO_codlat(2) 一 1， 若 2 一 0 

zero_count(n)=0, È n>OAn<9 

zero count (n) = 1+ zero. count (n div 
10), d? n==10An mod 10=0 

zero_count(n) = zero count(n div 10), 
车 nn 之 10An mod 100 
9. 35 

digit add(n) —n, Æ n«10 

digit add (n) =n mod 10+ digit add 
Gi div 100, Rt 
9. 36 

digit mult(n) —n, €i n«.10 

digit mult(n) =n mod 10 X digit mult 
(1 div 10)， 其 他 
9. 37 

largest(n) =n, Xj n«10 

largest (n) = greater (n mod 10, 
largest(n div 1000, ftt 
9. 38 

subjects * Student —* Subject 

tulees * Teacher © Student 
9.39 

1.6 


2.11 

3. 未 定义 。 因 为 参数 不 是 英文 短语 . 
9.40 1 和 3 是 函数 ; 2 不 是 函数 ， 因 为 它 
含有 分 贫 的 箭头 。 
9.41 全 函数 把 源头 中 的 每 一 个 元 素 恰好 有 映 
射 到 目标 中 的 一 个 元 素 ， 而 部 分 函数 不 一 定 
满足 这 一 性 质 。 例 如 ， 定 义 在 自然 数 上 的 平 
方 函数 是 全 函数 ， 而 定义 在 自然 数 上 的 除 函 
数 则 是 部 分 函数 。 
9. 42 

1l. (COR). Ø) 

2.1 RRA, SEXO WE. Bay gos 
ik. DEO 

3. (ARK, BKM AH. MK 
Mea KK, BBR. Bel Boar. Ul 
基 上 ?希腊 } 
9. 43 

in ? dom holiday | holiday ? weather 
Ci ln) | OC likes n) 
9. 44 

1. (1, a), (2, b). (3, ©). (4. b)? 

2. C1, oy (2. b), (3, ©) (4, dd} 

3. (0, c), (2, b), (3, c), (4, 0) 

4.{(1, c), (2, PD. (3, c), (4, 0] 


Lid, x). (2, x)bM (I. r). (2, 
(C1. y), (2, x23). (C1, y), (2, 


2. (8, (C1, x0). (O01. y)}, (2, 
x). (2. wh}, (A, x), (2, y)}, (A. 
y» (2, x)}} 

3.{{C1, x), (2, y)}, (C1, y). (2. 
zi) 

4. (CO, x), (2, 0). (1, y), (2. 
ij 

9. C0, 2), (2, y). (C1, y. (2. 
zx) 

9. 46 
l. children (p: Person: q: 


F Person 
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l(V.r:q* Cp, x)€ parent) * Cp, q0)9 9.49 
2. number of children— p: Person * 1l. A(0. 2)=2+1 

(p. £ children p)} 一 3 

9.47 1 是 单 射 , 4 是 双 射 。3 不 是 函数 ，2 2. A(2, 0 —A(0. D 

fee PA RUR FE BE ARS Jc PONE LAS A 93 —A(. AC. 0) 

9. 48 =A(1, 0041 
FCO) =0 —A(0. 1) 十 1 
F(1)=1 =1+1+1 
F(n)=F(n—-1)+F(n—-2), # n1 一 3 





Co 由 于 类 型 不 能 是 空 集 ， 而 g 有 可 能 是 空 集 ( 当 户 没有 孩子 时 )， 因此 这 一 丽 数 的 定义 不 严 密 。 更 严格 的 定义 是 ; 
children — ip: Person; q; = Person i (Wx! Person + rE qp. x) parent) * Cp. q)} 
WIE 





第 108 


在 第 4 章 ， 我 们 介绍 了 集合 论 。 在 那 
里 ， 把 集合 定义 为 对 象 的 无 序 汇集 : 在 集合 
论 的 范畴 ,没有 顺序 和 重复 的 概念 。 

本 章 介 绍 更 具 结 构 性 的 表示 信息 的 手 
法 。 在 这 种 表示 信息 的 方法 中 ， 不 仅 可 以 表 
示 多 次 出 现 的 元 素 ， 而 且 元 素 出 现 的 次 序 也 
很 重要 。 内 此 ， 重 复 和 顺序 都 有 其 用 武 
之 地 。 

在 介绍 称 为 序列 (sequence) 的 结构 之 
前 ， 我 们 讨论 一 个 不 考虑 顺序 但 却 很 重要 的 


10.1 元 包 


集合 是 既 不 注重 顺序 又 不 注重 重复 的 结 
构 。 例 如 ， 我 们 已 经 看 到 ， 下 面 的 所 有 集合 

(1, 1, 3}={1, 3, 1) (8, 1, 1) 
(l, 3) 二 (3, 1} 

然而 ， 有 时 ， 特 别 是 当 我 们 模拟 现实 实 
体 时 ， 需 要 考虑 元 素 的 重复 度 。 

例如 ， 考 虑 以 下 集合 。 

pets fj. TH. CR) 

从 这 一 集合 的 元 素 可 以 得 知 ， 问 题 所 涉 
及 的 人 有 三 个 宠物 : 一 条 狗 、 一 只 猫 和 一 只 
仓鼠 。 然 而 ,假设 这 个 人 收养 了 第 二 只 猫 ， 
我 们 可 能 按 下 面 的 方式 更 新 宠物 的 集合 。 
pets now= (fij, FR, B&R) UH} 

可 是 ， 由 于 集合 中 没有 重复 的 概念 ， 所 
以 有 
pets now (fg. Fi. OR} 

如 果 使 用 集合 来 进行 表述 ， 就 没有 办 法 
确定 一 个 人 拥有 几 只 猫 : 只 知道 他 至 少 拥有 
-只 猫 、 -条 狗 和 一 只 仓鼠 。 

如 果 元 素 出 现 的 数目 对 我 们 很 重要 ， 那 
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么 就 需要 使 用 另 一 种 结构 来 表示 信息 ; 在 

此 ,适宜 的 结构 是 元 包 (bag)。 然 而 ， 如 果 

重复 度 不 重要 ， 那 么 集合 完全 符合 要 求 。 
首先 ， 考 虑 表示 元 包 的 标记 方法 。 

把 元 包 的 元 素 置 于 方 括 号 “1” 和 “六 之 
间 。 因 此 ， 可 以 使 用 元 包 表 示 宠 物 集 合 
üt. 

(Jg. $6. OR. MI 

就 像 使 用 运算 符 U、 门 和 \ 对 集合 对 进 
行 操作 那样 ， 对 元 包 也 有 类 似 的 运算 符 。 

设 有 元 包 B=[a, a, b, cJMC=[b, 
b,c，d〗， 下 面 介 绍 作用 于 BAC 上 的 元 
包 运 算 符 。 

与 集合 的 并 运算 符 一 样 ， 元 包 并 运算 符 
合并 两 个 相关 元 包 的 元 素 。 与 集合 的 并 不 同 
的 是 ， 元 包 并 保留 重复 的 元 素 。 因 此 ， 有 

BUC=[a, a. b, b. b, c. c. d] 

TE B RIC 的 交 给 出 下 面 的 结果 。 

BNC=[6, c] 

ix B, 6 的 第 一 个 出 现 同 时 出 现 于 两 个 元 
包 ,， 而 2 的 第 二 个 出 现 只 出 现 于 C 中 。 因 
此 ,5 的 一 个 拷贝 出 现 于 交 中 。 另 外 ,在 
BW C 中 各 出 现 一 次 。 因 此 ,cc 在 交 中 
出 现 。 

最 后 ，B 和 C 的 差 以 及 C 和 B 的 差 由 
下 式 给 出 。 

B\C=[a, a] 

C\B=[6, d] 

这 里 , a dE B 中 出 现 两 次 ， 在 C 中 不 出 现 。 
d fc C PHARM, 在 B 中 不 出 现 。 Mb EC 
中 出 更 两 次 ,在 B 中 只 出 现 一 次 。 

练习 10.1 下 面 元 包 中 哪些 是 相同 的 ? 

l. fla, asb, b] 

2. la, b, a, b] 

3. lla. b, b, al [] 
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练习 10.2 当 用 集合 表示 元 包 时 , 下 ^u. a 
面 各 元 包 所 对 应 的 集合 是 什么 ? . 练习 10.4 下 列 序 列 中 哪些 是 相同 的 ? 
LE] l. la, as b, b) 
2. f1, 2] 2. (a. b. as D 
3.51. 1, 2, 2] 3. (a, b, b. a) L1 
4. [{1, 2). (2) 口 练习 10.5 当 用 集合 表示 下 列 序列 时 ， 
练习 10.3 设 有 以 下 元 包 。 其 结果 如 何 ? 
B=[2, 3, 4] 1.0 
C=[2, 2] 2.41, 2) 
D-[3. 3, 4] 3. (1, 1, 2, 2) 
计算 下 列 各 题 。 4. CL, 2}, (2D 口 
1.CUD 我 们 用 seq X 表示 类 型 为 X 的 所 有 序 
2. BND 列 的 集合 。 . 
3.C\B 110.2 自然 数 的 所 有 序列 的 集合 表 
4. COCBUD) RA seq N, (1, 2. 3) 是 seq N 的 一 个 元 
5. (CN BUD E 3X. B. REI, 2. D €seq N, 
10.2 顺序 的 需要 练习 10.6 下 列 序列 属于 什么 集合 ? 


正如 我 们 所 看 到 的 ， 有 时 会 涉及 到 元 素 
的 重复 ; 对 于 这 种 情况 ， 元 包 可 能 满足 建 模 
的 需要 。 然 而 ， 在 有 些 情况 下 ， 既 要 考虑 元 
素 的 重复 ， 又 要 考虑 元 素 的 顺序 。 例 如 ， 需 
要 跟踪 需求 资源 的 过 程 的 实时 调度 程序 。 调 
度 算法 确定 下 一 步 执行 哪个 作业 ， 当 相关 的 
资源 可 用 时 ， 将 那些 资源 分 配给 该 作业 。 用 
包含 那些 作业 的 集合 或 元 包 来 建 模 这 样 的 实体 
是 有 问题 的 ， 这 是 由 于 我 们 的 表示 没有 顺序 的 
概念 ， 调 度 算法 进行 的 确定 作业 运行 顺序 的 艰 
难 工作 将 会 失败 。 因 此 ， 需 要 更 复杂 的 表示 这 
一 信息 的 方法 ， BAH (sequence), 

我 们 将 序列 的 元 素 置 于 尖 插 号 “4” 和 *》” 
之 间 。 

例 10.1 序列 (au， 5) 有 两 个 元 素 : a 和 
2。 由 于 序列 的 元 素 是 有 序 的 ， 所 以 可 以 进 
一 步 说 a 在 序列 的 位 置 1, 在 序列 的 位 置 


2。 顺 序 很 重要 ， 这 一 序列 与 (bp，a) 不 同 。 


WH. SERES. JJ. b. D tj, 
2 是 完全 不 同 的 对 象 ， 当然 ， 它 与 (0， a) th 


1.¢7, 11. 13, 17. 19, 23) 

2. C7, 11), (13, 17), (19, 23» 
3.4{7, 11}, {13, 17}, (19, 23}) 
4. (i7, 1D, (18, 1), (09. 23)}) 














10.3 建 模 序列 


就 像 函 数 是 特殊 的 关系 ， 而 关系 是 特殊 
的 集合 一 样 ， 序 列 也 可 以 看 成 是 特殊 的 函数 。 

考虑 一 级 方程 式 赛 车 ， 对 此 我 们 希望 跟踪 
前 三 名 赛车 手 。 如 果 舒 马赫 是 第 一 名 ， 那 么 我 
们 希望 将 他 与 值 1 相关 联 ， 如果 伊 万 是 第 二 
名 ， 那 么 我 们 希望 将 他 与 值 2 相关 联 ， 如 果 哈 
肯 宁 是 第 三 名 ， 那 么 我 们 希望 将 他 与 值 3 相关 
联 。 对 于 序列 的 记 法 ， 给 出 如 下 表示 。 

GRAB. PA, BAT) 

男 一 个 解决 方案 是 定义 一 个 函数 
position， 它 将 (表示 名 次 的 ) 自 然 数 映射 到 
赛车 手 。 这 样 ， 假 定 存在 类 型 Driver. iif 
能 有 





Æ 5j 
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position: |. Driver 
XE ERRER A 

position 11 > Hd. 25H, 3o 
Hr TE 

jx -表示 提供 的 信息 实际 上 与 序列 所 提 
供 的 信息 相同 : 对 于 这 两 种 形式 ， 第 一 名 都 
与 舒 马赫 相关 联 ， 第 二 名 都 与 伊 万 相关 联 ， 
第 :名 都 与 哈 肯 宁 相 关联 。 

内 此 ， 可 以 将 类 型 为 X 的 序列 看 成 以 
月 然 数 的 开始 于 1 的 某 个 连续 子 序列 为 定义 
SLY ABS} PA, AE 

seq XGIT \ (0} + X 

当然 ， 由 于 序列 是 函数 ， 所 以 可 以 作用 
于 哺 数 的 所 有 合法 运算 符 同样 可 以 作用 于 
序列 。 

练习 10.7 
的 形式 定义 。 

练习 10. 8 
序列 ? 

l. @ 


使 用 集合 描述 给 出 seq X 














下 面 的 函数 中 哪些 也 是 


. tar» l, b2, cp 3) 


2 

3.10Pa, 1b, 2c} 
4. ilea, 3b6, 4c} 
5. 





ileu, 266, 3b c! [] 

练习 10.9 计算 下 列 各 题 。 

l. dom fR., TÆ., MR, N/R 
法 斯 特 ， 

2. ran EA, RTE, WER, 贝尔 法 
斯 特 》 

3. EM. BTR, MAK, Die 
特 )t>{ 加 的 夫 ， DE ZR PETE) 

4.13，4} 4 OB RC, BTR, WAK, 
贝尔 法 斯 特 》 

5 EM. ETE, MAKR, UREM 
OO BITTE. AME 

6. (FER. BTR. MEK, NREM 
Moo. 3) 1) 

7《〈 伦 教 ， 爱丁堡 ， 加 的 夫 ， 贝 尔 法 斯 
FF) 


8. (伦敦 ， 爱丁堡， 加 的 夫 ， 贝 尔 法 斯 











3 





10.4 Bj 


正如 空 集 是 一 个 特殊 集合 一 样 ， 空 序列 
也 是 一 个 特殊 的 序列 ; 用 疏 表 示 空 序列 。 这 
是 不 含 元 素 的 序列 。 

例 10.3 考虑 下 面 的 函数 。 

id seqg(n) — (m: 1l.. n * mem) 
E n=3, WA 

id seq(n)—(1. 2, 3) 
进一步 ， 若 n= 二 0， 那么 

id_seq(n)=() 














10.5 长 度 


我 们 使 用 集合 定义 了 势 运算 符 # 。 给 定 
ERS, S 表示 出 现在 S 中 的 元 素 的 数 
目 。 因 为 序列 是 用 消 数 来 定义 的 ， 而 函数 
本 身 又 是 序 侦 的 集合 ， 因 此 势 运算 符 同 样 
适用 于 序列 。 然 而 ， 对 于 序列 ， 我 们 称 # 
为 长 度 (length) 运 算 符 。 给 定 序 列 s;，#s 表 
ms 的 长 度 。 

















例 10.4 空 序列 的 长 度 是 0。 
规则 10. 1 

#()=0 

例 10.5 

(a. b, c)=3 








练习 10. 10 下 列 序列 的 长 度 是 多 少 ? 

l. <a, b, b, a) 

2. id seg(10) 

3. 《伦敦 ， 爱丁堡 ， 加 的 夫 ， 贝 尔 法 斯 
特 ) 中 (曼彻斯特 ， 格 拉 斯 哥 ) 

练习 10.11 证 明 : 对 于 任意 的 序列 
s， 有 

#id_seq(#s)= Hs 

练习 10.12 ”下列 各 式 中 哪些 总 为 真 ? 

1. # s= # (dom s) 
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2. zs 4 (ran s) [] ys OSs 
最 后 ， 连 接 运算 符 满足 结合 律 。 
10.6 连接 规则 10.4 ”对 于 任意 的 序列 s、1 和 
u. A 
到 日 前 为 止 ， 我 们 讨论 了 如 何 表示 序列 a D G^D^u 9 


以 及 序列 的 长 度 。 本 书 介绍 结合 两 个 序列 的 
方法 。 

利用 连接 (concatenation) 运 算 符 个 可 以 
将 -个 序列 加 到 另 一 个 序列 的 后 面 ， 产 生 一 
个 按 原 有 的 顺序 包含 这 两 个 序列 的 元 素 的 序 
列 。 给 定 两 个 序列 s A s 和 ERIE 
si 
例 10.6 
(BEAR. DUE. ESO C OU, E 
KERE = SF Dik. FPA. "MN. U 
顿 ， 库 尔 特 哈 德 》 

例 10.7 

(EB, 爱丁堡 ) 个 (加 的 夫 ， 贝 尔 法 斯 
R= (OM. 爱丁堡， 加 的 夫 ， 贝 尔 法 斯 
T C] 

fi HI PR BCE BES. REPRE ,和 1 的 连 
接 有 如 下 形式 定义 。 

s^t-sir:CGHs-D..CGso- Ht) 

sxrbhot(r— #s)} 

fl 10.8 Æ s=<a, b), t (c. dd, 
那么 ， 上 面 的 定义 给 出 

str=sUirt 3S.4* rele, d r2)! 
ER. XX SEPT GS b, c. dd. [] 

存在 一 些 与 连接 相关 的 规则 。 首 先 ， 
sO 的 长 度 由 s 和 1 的 长 度 决定 。 

规则 10.2 对 于 任意 的 序列 和 :， 有 

HOT7D-OPbO-c-GbD) C] 

其 次 ， 空 序列 与 任何 序列 s 相连 接 ， 其 
结果 都 等 于 so 

规则 10.3 对 于 任意 的 序列 *， 有 


OSs 




















M 


练习 10.13 下 列 哪些 是 个 的 合法 
运用 ? 

Lilea, 2226017 0 

2. ilea, 27229 517^ O0 

3. ileu, 205 51^ {lc} 


4.ilr2a. 222 b^ i11 0) 





Bila, 2r2 b 73H c) E] 


练习 10. 14 以 下 陈述 中 哪些 总 为 真 ? 


2.8 s=s 





3.5/7 TW) = G70D07 G7 u) 

练习 10. 15 计算 下 列 各 题 。 

l. cas pte, d) 

2. (a. DOO 

3. (a, DOKE, dd Ke, f) 

4. 4 Cid seg (3000 7 id seg(200)) 

9. 4 CO 7 id seg (2000) 

6. 4 (CGid seq (3000 ^id seg (2000) \ 
id seg (1000) 

练习 10.16 计算 下 列 各 题 。 

1. (伦敦 ， 爱 丁 保 ， 加 的 夫 ， 贝 尔 法 斯 
特 ) 个 (曼彻斯特 ,格拉斯哥 》 

2. 伦敦， ET ER. Anf A. 贝尔 法 斯 
特 ) 引 曼彻斯特， 格拉 斯 哥 》 

3《 伦 敦 ， 爱 丁 堡 ， 加 的 夫 ， 贝 尔 法 斯 
TO U( 曼 彻 斯 特 ， 格 拉 斯 哥 》 



































10.7 AA 


当 我 们 使 用 集合 存储 信息 遇 到 麻烦 而 考 
虑 利用 序列 来 存储 信息 时 ， 自 然 会 尝试 并 利 
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MM 在 许多 利用 序 
列 存 储 信息 的 应 用 中 ， 经 常 需要 求 序列 的 第 

-个 元 素 。 在 实时 调度 CROAT. 如 果 
将 作业 按 其 要 运行 的 次 序 来 存储 ， 那 么 序列 
头 部 的 元 素 就 是 下 一 次 要 执行 的 作业 ， 这 显 
然 是 重要 而 县 唯 一 的 -一 个 元 素 。 我 们 称 序列 
的 第 个 元 素 为 该 序列 的 头 (head) 。 给 定 任 
意 非 空 序列 *，y* RICHE head s. 

例 10.9 Bea. b, O, A 

head(u, b, c)7a 

另外 ， 还 有 一 个 头 运算 符 的 补充 运算 
符 : £38 FM (tail operator)。 它 表示 序列 
中 跟随 在 头 后 面 的 部 分 。 给 定 任意 非 空 序列 
ss s WHILE tail $. 


例 10. 10 给 定 序列 (a, b, ©. A 

















taillas by = 6b. c) L1 
作为 进一步 的 例子 ， 有 


tail tail a, b, c)= (ec) 
以 及 

head tail(a, b, © =b 

注意 ， 头 运算 符 和 尾 运 算 符 只 对 非 空 序 
列 有 定义 。 将 两 个 运算 符 运 用 于 《) 的 结果 都 
是 未 定义 的 。 


当然 ， 考 虑 到 序列 是 用 函数 来 定义 的 ， 
对 于 非 空 序列 *， 可 以 如 下 定义 heads, 

head s =s 1 

同样 ， 机 ZRN. 

lal sint lL. #(s—1) * ni sCnt- 100) 

例 10. 11 

tailla, b, c) — in: 1..2* nla, b, 
c) (ntl)? 














注意 ， 对 于 类 型 为 X 的 序列 ， 头 运算 
的 类 型 是 seq X 一 X， 尾 运算 的 类 型 是 seq 
X seq X: 前 者 返回 一 个 元 素 ， 而 后 者 返 
[6] — 4S FE 9] 

关于 头 和 尾 的 第 一 个 规则 表明 : 每 个 序 





CO Pm. NL A RE SETS ESSE IF AB T FELT OS soU PE PUR EE Oi HET 


列 都 等 价 于 它 的 头 和 尾 的 连接 ”。 
规则 10.5 对 于 任意 的 非 空 序列 s， 有 
s= (head s) ^7 Ctail s) [J 
f 10. 12 


(a. b, b, a» = head ka, b, b. a)? 





^ (tail(a, b, b, a») C 

第 二 个 规则 表明 ， 每 个 非 空 序 列 的 长 度 
都 比 它 的 尾 的 长 度 大 1. 

规则 10.6 对 于 任意 的 非 空 序列 s A 

Es=14+(# tails) 

fi 10. 13 

Bla, b, b. a» 1-- C8 tail(a, b, 
b. a?) E 

练习 10.17 下 列 各 式 中 哪些 是 有 定 
义 的 ? 

l. head? 

2. tail(a) 

3. head tail (a) 

4. head id seq(0) 

练习 10.18 计算 下 列 各 题 

l. head tail id. seq(3) 

2. tail tail tail id seq(3) 

3. head (id seq(0)) 

4. head (id seq(1), id seq(2), id seq 
(30) 

9. tail head id seq (1). head id seq 
(2). head id seq(3)) 

6. £ tail id seg(100) 





























7. € (tail id. seq 100) 7 tail id_seg(100)) 














10.8 限制 
给 定 序列 *， 我 们 也 许 希 望 只 考虑 其 元 


素 的 某 个 特定 的 子 集 ， 利 用 限制 运算 符 
(restriction operator) 可 以 做 到 这 一 点 。 给 


详 者 注 
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定 序 列 s*， 以 及 元 素 的 一 个 集合 XX，s PX # 序列 。 
ans ARRAT X 中 的 元 素 的 限制 。 这 一 运 规则 10.7 对 于 任意 的 集合 x, A 
算 的 结果 是 这 样 一 个 序列 ， 只 有 同时 出 现 于 O X= g 
SML X 的 元 素 出 现 于 该 序列 中 ， 而 且 这 些 元 By 10.15 
素 的 顺序 由 它们 在 * 中 的 顺序 决定 。 ONEX. BWA} =O 


例 10.14 考虑 如 下 给 出 的 序列 。 
CHUA. XE. 约翰 ， 理 查 德 ， 爱 米 
mj. "ridi, 
这 里 ， 人 其 中 雷 切 尔 出 现 
在 序列 的 涉 。 这 一 序列 到 集合 { 爱 米 丽 ， 雷 
UNAS} BY BR h neh. 
CHUA. OB. 约翰 ， 理 查 德 ， 爱 米 
AN. ca) RKR. EUR) 
这 一 运算 给 出 ( 雷 切 尔 ， 爱 米 丽 ) 的 结果 。 
可 以 如 下 递归 地 定义 这 一 运算 符 。 
QP X=«) 
(ad As) X= (a> TOs PX) Errex 
Cad ~s)-X=s)X.#xr EX 
这 一 定义 对 上 面 例子 的 应 用 如 下 所 示 。 
CEW, Be. £988. 理 查 德 ， 
RAM. rid ) (BKM. BOA) 
TRWA COR, 约翰 ， 理 查 德 ， 
ZK, Fi) ) (AKR. EWR) 
=RU CR, BRE, 
爱 米 丽 ， 安 迪 ， 上 { 爱 米 丽 ， 雷 切 尔 }) 
=H) (BAR. Skin. 
deg (RKW, BOA) ) 
三 ( 雷 切 尔 ) 个 (( 爱 米 丽 ， 安 迪 》 下 
(ZXW, EWR) 
= GRULKO OB KADY 7 CK 
{ 爱 米 丽 ， 雷 切 尔 )) 
= (EUROKO d 
{ 爱 米 丽 ， 雷 切 尔 )) 
-OBRULROTOBXB OO 
= GRULK. AK 
与 这 一 运算 符 相 关 的 第 一 条 规则 表明 ， 
将 空 序列 限制 到 任意 集合 的 结果 都 是 空 














安 迪 > 











下 一 条 规则 表明 ， 任 意 序列 限制 到 空 集 
的 结果 都 是 空 序 列 。 
规则 10.8 对 于 任意 的 序列 *， 有 
FO 口 
例 10. 16 
(HOUR. RH, AM, BAR. BK 
丽 ， 安 迪 〉 P S=) J 
最 后 ， 上 对 全 满足 分 配 律 。 
规则 10.9 对 于 任意 的 序列 s 
铸 ， 以 及 任意 的 SE 7X， 有 
»)PS=(sPS)7G*S) C] 
Bj 10.17 可 以 证 明 ， 下 式 成 立 。 
(Ga, b, (by c. dd) P lb) m Cha, 
by c POT Cb, c d) P ibs) 
这 里 ， 可 以 对 等 式 的 左边 做 如 下 简化 。 
(Ca, b, 7X. c. dd) Tib} 
—(a. by c, b, c. do Nib} 
=(h, b> 
同样 ， 可 以 对 等 式 的 右边 








| € seq 


做 如 下 简化 。 














Ca. by © F5)7 (05. c, d) NIY 
— 0070» 
=(b, b) 
因此 ， 两 边 相 同 。 
s 10.19 计算 下 列 各 题 。 
CR. Umm. JE. A. umb PX) 
2. CR. OME. Jk. JE. mo D 咖啡) 
3. GR. Up. AR. HE. mo P 0X. 
ui 
COR. WE. JE. 3E. WED ho [D] 
43 20 计算 下 列 各 题 。 


l. head(Xéa, b. c) M ib. c») 
2. tailla, b, ce) Nib, c») 
3. tail(tail( (a. b. c) | b. c)») t] 








序列 
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练习 10.21 ig A € seq ( People X 
People) 为 如 下 所 示 的 序列 。 
A=(( 70. HO. (OR. BA). (X 
XW. Dag 
计算 下 列 各 题 。 
LAfip:A| p1= FE) 


2.A Nip? tail A i p.1= eS} 
3.A tip. q? Person | Cp, QEANp 
= FORK AM | 


LATIL: GB. RK); q $ Person 
| Op. MEA} 
练习 10.22 考虑 练习 10. 21 中 的 集合 
A, 叙述 如 何 通过 集合 描述 从 A 生成 下 列 
序列 。 
L CF., RK. ZXM) 
2. (QE lg. RE) 
3. GR AC. RXT) 














口 





10.9 ie 

给 定 序列 ;，s 的 逆 置 (reverse) 还 是 序 
列 ， 但 是 ， 元 素 出 现 的 顺序 被 颠倒 了 ， 也 就 
是 说 ，; 的 第 一 个 元 素 是 * 的 逆 置 的 最 后 元 
XC. os 的 第 二 个 元 素 是 ; 的 逆 置 的 倒数 第 二 
个 元 素 ， 以 此 类 推 。 给 定 序列 *， 用 reverse 
sons 的 逆 置 。 

例 10.18 序列 (wo b, ce HB) EE ce, 
b. a>. C) 

$i 10. 19 


reversecl, 2, 3. 





4, 5)=(5, 4. 3, 
2. D CJ 





(EHNE ITE AB, 可 以 如 下 形式 地 定 


X, reverse, 
reverse () = () 
reverse Cr) = (T) 
s= (reverse s)/7^ (x) 


可 以 如 下 计算 reverseta. b, ©), 


reverse (as b. e)^7(a) 


reverse sr) D 
例 10.20 


€? = Creverse(b, 


^(05)^7(a) 


= (Creverse(c?) 


—((00227 000^ Kad 











=e, b, a) 
关于 逆 置 的 第 一 条 规则 表明 ， 序 列 * 的 
逆 置 的 逆 置 是 ; 本 身 。 
规则 10. 10 给 定 任意 的 序列 s$， 有 
reverse reverse ss L] 
例 10. 21 


reverse reverse(l. 








2, 33—(1, 2, 3) 
口 
下 一 条 规则 表明 ， 如 果 我 们 希望 逆 置 序 
列 并 对 序列 进行 限制 ， 那 么 执行 这 些 运算 的 
顺序 是 无 关 紧要 的 。 
规则 10. 11 给 定 任 意 的 序列 s€ seq X. 
以 及 任意 的 集合 SEX, K 
S=reverse(s ^ S) G 








(reverse s) ` 
$410.22 可 以 证 明 
(reversela, b. cd) ha, b} 
—reverse((a. b, c^ P (a, b)) 
成 立 。 
等 式 的 左边 可 以 如 下 计算 。 
© (reversela, b, c) lla, b) 
=e, b. a) S fas b} 
—(b. a) 
同样 ， 右 边 可 以 如 下 计算 。 
reverse({a. b. c) P (a, b) 
—reverse(a, 6) 
-— (b. a) 
因此 ， 两 边 相 等 。 


最 后 一 条 规则 表明 . 














s 的 道 置 的 长 度 与 








s 的 长 度 相 同 。 
规则 10. 12 给 定 任意 的 序列 8s， 有 
H reverses=ts 
例 10. 23 
BG. b, = Hle, b, ad 








练习 10.23 证 明 逆 置 对 全 不 满足 分 配 














练习 10.24 计算 下 列 各 题 。 





#10 





. reverse id_seq(3) 
2. reverse tail id seq(3) 


.reverse(id seqCl0) Pint. | nis 


l 
2 
3. head reverse id seg(3) 
t 
odd?) 


5. (reverse td. seq 32) ^7 (reverse id. seq 











(32) 





10.10 单 射 序列 


回忆 一下， 我 们 在 第 9 BOE HI RRUGE 
义 为 这 样 的 两 数 : 对 于 目标 中 的 每 一 个 元 
X. REH T GTP RU CEA SU. A 


此 ， 目标 中 的 每 一 个 元 素 在 值 域 中 只 出 现 一 
次 。 人 例如， 下面 的 i 是 一 个 单 射 孙 数 。 
i= ial. b2, cP3, die4) 


文 里 ， 值 域 中 不 存在 重复 出 现 的 元 素 。 
Zo IBI PRÉC) AN ST RP 

j 一 hl 62, chl, ds 2} 
这 里 .1 和 2 都 在 值 域 中 重复 出 现 。 

由 于 序列 是 特殊 的 丽 数 ， 所 以 同样 可 以 
考虑 单 射 序列 (injective seguence) 的 概念 。 
给 定 序 列 *，* 是 单 射 序列 当 且 仅 当 在 ; 中 没 
fd ESL UK. JH iseq X 表示 类 型 为 
X 的 所 有 单 射 序列 组 成 的 集合 ，iseg X 的 形 
式 定 义 如 下 。 

iseq X — (s seq X | (Yz, v: dom 

si XY STsYy) 
等 价 地 ， 

iseq X= (seq XAO XV (0) XD 

8110.24. (a. b,c，d) 是 一 个 单 射 序 
Jj: 它 包含 4 个 都 只 出 现 一 次 的 元 素 。 另 一 
方面 ，(a，b，64，4) 不 是 单 射 序列 EMS 
两 个 元 素 ， 它 们 各 出 现 两 次 。 [.] 

Gl 10.25 对 于 任意 的 n€E*， id. seq 

Co ROM EE gE SORE dseq X 58: seq XN CVor. 

处 理 dom s= 号 的 情况 . BRE 


veh | r€ dom sA v€ dom sA xy * sr sy. 这 





(2) 是 单 射 序列 。 [] 
练习 10.25 下 列 序列 中 哪些 是 单 射 
序列 ? 
Lo 
2. id_seq(3) 


3. id_seq(3)~ id. seq(C5) 





4. id seq(3) ^ (tail tail tail id seq(5)). [ ] 
练习 10.26 WEH: “AMY Hs 
Eran s 时 序列 是 单 射 序列 。 











10.11 再 论 递归 函数 


前 一 章 , 我 们 给 出 了 递归 函数 的 概念 
在 那里 ， 给 出 了 如 下 所 示 的 递归 两 数 的 一 般 
形式 。 

{£m Sr. Xin—m 

=yt fn), Hte 

Fa 5 e St 8 T n RS UU 了 满足 下 
列 性 质 ， 那么 它 是 良 定义 的 。 

1. 存在 称 为 基 值 的 某 些 值 ， 对 于 这 些 
值 /不 引用 其 自身 。 

2. 每 当 了 引用 其 自身 时 ， 函 数 的 自 变 
量 都 更 靠近 基 值 。 

序列 的 结构 表明 ， 我 们 希望 定义 在 序列 
上 的 很 多 函数 都 可 以 递归 地 定义 。 例 如 ， 考 
虑 如 下 给 出 的 reverse 运算 符 的 定义 。 

reverse() = <) 
reverse( x)= (x) 
C sz (reverse 52^ Go) 

这 里 ，reverse 不 仅 能 够 用 其 自身 来 定 
义 ， 而 且 可 以 看 到 有 两 个 基底 : 空 序列 和 单 
序列 ， 在 这 两 种 情况 下 ， 递归 终止 。 另 外 ， 
这 一 递归 定义 将 其 自 变量 推 向 两 个 基底 。 因 
JC. reverse 不 仅 是 递归 函数 ,而 且 是 良 定 
义 的 。 


reverse Cr) 


一 定义 可 以 





AS 
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作为 下 一 个 例子 . 我们 如 下 递归 地 定义 
Kia AFF E 。 
£()=0 
E(r)Cs=lres 
ix -PARUE E R E X. 
练习 10.27 定义 类 型 为 seq Uo B 
递归 滑 数 ， 它 返回 自然 数 序列 中 的 最 大 自然 
数 。 假 定 这 PRE OMA 0. [] 
练习 10.28 说 明 如 何 利 用 y 运算 符 来 
非 递 归 地 定义 练习 10. 27 "PRO PRÉC, 
练习 10.29 定义 类 型 为 segi seq D 
的 递归 师 数 ， 对 于 给 定 的 自然 数 序列 *， 它 
返 ue s 中 的 每 一 个 元 素 加 售 的 自然 数 序 
。 例 如 ， 把 这 一 函数 应 用 于 (1，2，3) 时 ， 
nero, 4, 65, 
练习 10.30 说 明 如 何 利用 集合 描述 来 
非 递 归 地 定义 练习 10. 29 中 的 函数 。 



































10.12 附加 练习 


练习 10.31 BRI sE seg X 有 
斗 * 二 Me 下 列 序列 有 多 少 个 元 素 ? 

1. © 

2.575 

3. tail s 

4. reverse s 

5.s Pu 

6.5 ^X 

7T. head (s...) 

8. tailés. s) 

练习 10.32 下 列 各 项 的 值 是 什么 ? 

1l. EO. On. a. d), (as m») 

2. rann, ay dy a. m) 

3.dom(m, a. d. as m) 

4. (ms us d. a. ma. d. a; m) 

练习 10.33 square Ñ double 的 定义 如 
PARAS 

square=(1, 4, 9. 16) 


double=(2. 4, 6. 8) 
计算 下 列 各 题 


1. square ^ double 


2. (square double) | 11. 3, 5. 7, 9} 


3. head CCsquare ^ double) | {1, 3. 5, 


D 


~ 


4. tail ( (square ^ double) | {1, 3, 5. 

7. 9}) 
5. # COsquare ^ double) | (1, 3, 5, 

. 9D 


~ 


6. reverse CCsquare ^ double) * (1. 3, 
7, 9}) 

练习 10.34 考虑 如 下 给 出 的 序列 。 

r 一 《雅典 ， 巴 塞 罗 那 PHE, i FED 

;一 (雅典 ， 亚特兰大， 巴塞 罗 那 

1 二 亚特兰大， 波士顿 ， 

芝加哥 丹佛》 

计算 下 列 各 题 。 

de rfls 
2. rl)s 
3.rNs 
4 


. dom : 


oT 


en 


.ran s 
6.r^ 

7.11. 2 dr 
8.、>{ 亚 特 兰 大 ) 

9. (CC 2112 
10.r 3 

练习 10.35 假设 


序列 ， 计 算 下 列 各 题 。 


给 定 练习 10. 34 中 的 


. reverse s 


S02 BO ke 


.r fran s 
Crs) (亚特兰大 ， 雅 典 } 
. head t 


.failt 


ao 


“sD 
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8. reverse tail t 

9. head tail t 

10. (head t? ^ (head r} 

练习 10.36 定义 一 个 谓词 Pos), 4A 
仅 当 序列 ;不 含 重复 元 素 时 它 等 值 于 true, 

练习 10.37 定义 一 个 谓词 PCs, x), 
AHAA x HAT 时 它 等 值 于 true. 

练习 10.38 定义 一 个 谓词 Pos, x, 
n), 4AM 4K x 出 现 于 ; 的 第 个 位 置 
时 它 等 值 于 true。 

练习 10.39 定义 一 个 类 型 为 XX seq 
X c ERI PROC, OSEE HALE BE] sE seq X 
MILK r EX, ARAOR EAF s 中 的 所 
Aix 的 下 标 。 

练习 10.40 定义 一 个 类 型 为 X X seq 
X cL B PR. SEE Y aE BUT SC seq X 
MK r € X. AARO EE KERF s 
中 的 .x 的 下 标 。 

练习 10.41 定义 一 个 类 型 为 XXseq 
X -1 的 函数 ， 对 于 给 定 的 序列 GE seq X 
Ake OX, BAROR E Rk F 
s PAY r 的 下 标 。 

练习 10.42 定义 一 个 类 型 为 X X seq 
X BU SEU PRÉC. 对 于 给 定 的 序列 5€ seq 
X HOC c€ X, 该 函数 返回 xz 在; 中 出 现 
的 次 数 。 

练习 10.43 给 出 上 面 练习 所 述 函 数 的 
非 递归 定义 。 

练习 10.44 ”定义 一 个 类 型 为 XX seq 
XXE 一 中 的 函数 ， 对 于 给 定 的 序列 5€ seq 
X, WK rEX 以 及 自然 数 n， 该 函数 返回 
第 nn 次 出 现 于 ; 中 的 x 的 下 标 。 

练习 10.45 定义 一 个 递归 函数 
repeated， 对 任意 的 序列 s， 该 函数 返回 重 
复出 现 于 s 中 的 元 素 的 数目 。 

练习 10.46 ”考虑 有 如 下 运算 结果 的 函 
flatten, 

flattens <a), (b), (ey) =a, b, ©) 
ift] H 


flatten(ékas b. c. O. (d. e» 


=a, b, c. d. e) 
给 出 flatten 的 递归 定义 。 

练习 10.47 小 汉 普 顿 火 车 站 有 4 个 站 
合 。 每 个 站 台 有 一 个 屏幕 ， 屏 幕 向 乘客 通告 
从 该 站 台 出 站 的 下 几 辆 列车 。 这 一 信息 用 汕 
数 display RM, display 的 类 型 如 下 所 示 。 

display; Platform — seq( Time 

X Destination) 

例如 ， 如 果 第 2 站 台 的 屏幕 目前 显示 开 往 诺 
里 奇 的 12.20 列车 和 开 往 布 里 斯 托 尔 的 
13. 30 列车 将 从 该 站 台 出 发 ， 那 么 有 

display p2 一 ((12.20， 诺 里 奇 )， 

(13. 30， 布 里 斯 托 尔 )》 

|. 写 出 一 个 谓词 ， 该 谓词 表述 : 出 现 
于 所 有 屏幕 上 的 所 有 序列 都 是 按时 间 排 列 
的 ， 最 早 开 出 的 列车 排 在 序列 的 开头 。 

2. 与 出 一 个 谓词 ， 该 谓词 表述 : 所 有 
屏幕 含有 唯一 的 信息 : 即 任意 的 (time， 


destination) 都 不 能 出 现 于 两 个 以 上 的 屏幕 。 


3. 给 出 定义 包含 当前 显示 的 所 有 日 的 
地 的 集合 的 集合 描述 。 

4. 给 出 定义 包含 所 有 开 往 斯 旺 西 的 列 
车 的 开车 时 间 和 相关 的 站 台 的 集合 的 集合 
描述 。 

9. 定义 一 个 函数 ， 该 函数 把 给 定 
(time，destination) 添 加 到 给 定 站 台 的 屏幕 
的 最 后 。 

6. 定义 一 个 函数 ， 该 函数 从 给 定 站 台 
的 屏幕 删除 给 定 的 (fime，destination)， 

练习 10.48 ”飞机 场 的 航班 表 显 示 如 下 
信息 : 起 飞 时 间 ， 航 班 ， 目 的 地 ， 登 机 通 
道 ， 状态 。 航 班 表 的 示例 如 下 所 示 。 





起 飞 时 间 航班 目的 地 登 机 通道 RA 
10. 30 BA11 新 加 坡 29 XH 
10. 40 KL27 阿姆斯特丹 27 延期 
10. 45 QA09 墨尔本 13 登 机 


可 以 如 下 形式 地 描述 这 样 的 航班 表 。 
b: seq( 起 飞 时 间 X 航班 X 目 的 地 X 登 
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序 列 
机 通道 X 状 态 ) 3. [21 
FE. SF Eisen fl. A 4. [21 


b=((10. 30. BAll. PAN, 29, 
HL), (0.40. KL27, Bayete yt. 
27, SEHR), (10.45, QAOO9, 
墨尔本 ，13， 登 机 )》 

另外 ， 假 设 Time 上 存在 一 个 顺序 到 ， 
MHA -PE current? Time, BEEK 
示 上 日前 的 时 间 。 因 此 ， 假 如 目前 的 时 间 是 
10.37， 有 10.30 < current 及 current 
«LIO. 40, 

|. Sih--TiBi. CRE: b 中 出 现 的 
所 有 多 元 组 都 按 起 飞 时 间 排 列 。 

2. 与 出 一 个 谓词 ， 它 表述 : 只 有 延期 
的 发 机 和 和 起飞 时 间 比 目前 时 间 晚 的 飞机 出 现 
T. 

3. 写 出 -个 谓词 ， 它 表述 : 如 果 航 班 
为 BA11 的 飞机 出 现 于 5， 那么 它 一 定 是 飞 
往 新 加 坡 的 。 

4. 给 出 生成 所 有 延期 的 飞机 的 详细 信 
息 的 集合 描述 。 

5. 给 出 生成 5 中 所 有 飞机 的 目的 地 的 
集合 描述 。 

6. 给 出 生成 5 中 所 有 飞机 的 (目的 地 ， 
起 飞 时 间 ) 序 偶 的 集合 描述 。 

7. 给 出 生成 所 有 延期 飞机 的 (目的 地 ， 
起 飞 时 间 ) 序 偶 的 集合 描述 。 


10. 13 练习 解答 


10.1 它们 都 相等 。 
10. 2 


l. 

2. 

3. (1. 2} 
4. 

10. 3 


1.[2. 2. 3, 3, 4] 
2,13, 4] 


5.52. 3. 3, 4] 
10.4 它们 都 不 同 。 
10.5 

1. Ø 
2.41, 2) 

3.41, 2} 
4. ((1, 2), {23} 


.seq N 

. seq CIN XH) 
seq 了 Js 

.seq = ON XN) 


S W N m 


10.7 

seq X={st K \ {0} > X] (Jn: hk . 
dom s=1..n)} 
10.8 只 有 1 和 5 还 是 序列 。 其 他 不 满足 序 
列 的 条 件 : 2 的 类 型 不 正确 ，3 的 定义 域 包 
含 0，4 在 定义 域 有 "缝隙 ”。 
10.9 
11. 2. 3, 4} 
(ER. 爱丁堡 ， 加 的 夫 ， 贝 尔 法 斯 特 } 
ER, 爱丁堡} 
. (3 上 加 的 夫 ，4 上 贝尔 法 斯 特 } 
SMe. BHM. MHK. Ml 
尔 法 斯 特 } 

6.{ 伦 敦 ， 加 的 夫 》 

7T. (£35 1, X T 5852. Mini Xesa, 
贝尔 法 斯 特 F> 4} 

8. 加 的 夫 
10. 10 

1.4 

2. 10 

3.4 
10.11 给 定 序列 *，* 的 长 度 定义 为 #;。 
id seqC 间 s) 的 定义 域 为 自然 数 1.. Hs 的 一 个 
连续 子 序列 。 因 此 ， 这 一 序列 的 长 度 是 并 ;。 
10.12 1 总 是 真 的 ，2 不 总 是 真 的 。 例 如 ， 


Oo o Ww N e 
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XgEHESIG. ad, X HR. Hla. 0 —2, M 
# (ranla, a))—]1, 
10.13 1、2 和 3 是 个 的 合法 运用 ，4 不 是 个 
的 合法 运用 ， 因 为 序列 的 类 型 不 同 ，5 不 是 
个 的 合法 运用 ， 因 为 第 二 个 自 变量 不 是 序列 。 
10. 14 所 有 陈述 通常 都 不 为 真 。 
10. 15 

l. <a, bs c, d? 
(a, b) 
la, b. cs ds es f) 
. 500 
. 200 

6. 400 
10. 16 

1.{ 伦 敦 ， 爱 丁 堡 ， 加 的 夫 ， 贝 尔 法 斯 
特 ， 有 曼彻斯特， 格拉 斯 哥 } 

2. 《曼彻斯特 ， 格 拉 斯 哥 ， 加 的 夫 ， 贝 
尔 法 斯 特 》 

3. (1 HER, 29 X T 85, 3 已 加 的 
OX. 4o WKiENS. LO BMH, 20 
格拉 斯 哥 } 

10.17 只 有 2 有 定义 。 
10. 18 


a m w N 


M Daa d & b 一 
^ 
~ 
~ 


10. 19 
1. Gk, R, ED 
2. (mdr, mg) 
3. GR, WEE, 3k. JA. syn 
4. O 


l.b 
2. (c) 


3. 0 


1. GEB, JO) 

2.0 

3. EXW. 伊丽莎白 )》 

4. CCE B. BO. GU WAY 


l. {n : dom A * n -9CAÀn). 1) 
2. In * dom A | n<i3 ene (An). n) 
3. (n : dom tail A * n(A n). 1} 


10.23 ”为 使 reverse 对 个 满足 分 配 律 ， 下 面 
的 式 子 必须 成 立 。 
reverse( s^ t) = (reverse s) ^ (reverse t) 
考虑 ;二 (a, DN rm Ge. d), & 
reverse(la, b^ (c, d))=(dy cs b, a) 
H 
(reversela, b>) 7 Creversetc, d?) 
=(b, a. d, c 
因此 ，reverse 对 个 不 满足 分 配 律 。 
10. 24 
1. (3, 2, D 
2. (3, 2) 
3.3 
4.9, 7, 5, 3, D 
5. 43, 2, 1, 3, 2, D 
1. 2 和 4 是 单 射 序列 ，3 不 是 。 
10.26 根据 定义 ，s 是 单 射 序列 当 日 仅 当 ; 的 
每 一 个 元 素 都 刚好 出 现 一 次 。 因 此 ，# dom s 
三 #ran s。 我 们 已 经 看 到 ， 对 于 所 有 的 序列 s, 
AA Hs= #dom s。 由 相等 的 传递 性 可 知 ， 若 
s 是 单 射 序列 则 一 定 有 间 s= Fran s. 
10. 27 
f(0O))= 0 
fCGO2 75) = max(r, f(s)) 
其 中 ，max(z，y) 是 如 下 定义 在 自然 数 x 和 
y 上 的 函数 。 
max(r, y)—r, £P xy 
=y., Heth 
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序 列 
10.28 这 一 函数 可 以 如 下 非 递 归 地 定义 。 F?) 


FG) Gun 3 dom s | (Vm: dom s * (s 
n> m) V Gn—sm An<m)) * sn)? 
10. 29 
fC0)— © 
féGO AS) = (x XK 297 fs) 
10.30 这 一 顺 数 也 可 如 下 定义 。 
fG)— in: dom s* nm 2X Gr)? 


10. 31 


AD Hw PD > 
c 


10. 32 
1.3 
2. im. a, d) 
3.11. 2, 3, 4, 5} 


4. (a, ds a, m, m) 


1.401, 4, 9, 16, 2, 4, 6, 8) 
2.41, 9 

3.1 

4. (9) 

5.2 

6. (9, 1) 


1. GE JD 

2. (1 OR, 258 SEP AS, 25 W 4 
MK. 3PH, 3H EBB, 4 ?迪拜 } 

3. (2 2B BPR, 3 HBR, 4 bik 





4. (1, 2, 3. 4} 
5. (HER, WEEK, AP AB} 
6. (FER 1, (3€ 9 3805 2, BMD 3, 
p» 4} 

7. FER, 巴塞 罗 那 》 

8. (1 ERR, 3 EL ES AP} 

9. {雅典 ， 亚 特 兰 大 } 

10. 科隆 
10. 35 

1. GE SR. 巴塞罗那 ， 科隆， 迪拜 ， 雅 
A. WK, PEP) 

2.4 

3. (E 3E E JE. HERR. HE) 

4.〈 雅 典 ， 巴 塞 罗 那 》 

o. (JER, ER, WAAK) 

6. 亚特兰大 

7. GEM, SA. 丹佛 》 

8. 《丹佛 ， 芝 加 哥 ， 波士顿 

9. 波士顿 

10. (亚特兰大 ， 雅 典 》 
10. 36 

Pés)e9Vm, n: 
smsesn? 
10. 37 

Ys: seg X; x: Xe Pls, r)ex€ran s 
10. 38 


迪拜 


dom s * mz£ n 


Vs: seg X; xr: Xi n: N © P(s, x, 
n)t9snx 
10. 39 


Yr: X; s: 
dom s | s; — 19 
10. 40 

Vr: X; s? seq X * f(r, s)= Cun : 
N [sn xAC(QV m: N | sm * ncm») 


seq X * f(x, s)= {it 


OO 这 一 定义 对 :==《) 的 情况 不 正确 ， 请 读者 自行 加 以 修改 。-…- BERGE 
OG 该 谓词 对 *= () 不 正确 ， 请 读者 自行 修改 。- 一 - 译 痢 注 
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10. 41 2. Vs, t 3 ran display * ran sf] ran 
Vat X; s? seq X * f(x, s)= (un: t=@ 
D psn =aACV¥mt N |smx*nzm)) 3. U (s : ran display * (p * ran s * 
10. 42 p.21 
flr. O=0 4. {p * Platform; s : seq ( Time X 


fr 7s -— 1+ fla) E 
[rw T= f(x,s), 其 他 


10. 43 

Vor: Xi s? seq X * flr, s)=#{n: 
FHolsmcr) 
10. 44 

Vor? Xi s? seq Xi ni N+ f(x, s, 
n)= lum: | sm—xAHB(:HN|si—x 


Admin) 
10. 45 

re peated) =0 

re peated(x) ^s-—l T repeated Cs | ran 
SN Gr), XP r€rans 

repeated (x? ^ s repeated s， 其 他 
10. 46 

flatten ) = <) 
| flatten(x? 7 s— xO flatten s 

10. 47° 

L Vs: 
Pq’ p.l<g.1 


ran display * Y p, q: dom s | 





Destination) | Cp. s) € display A Caz? 
ran s * x. 2 swansea) * x. 19 p) 

9. Vd * Platform > seq ( Time X 
Destination); p * Platform; q * Time X 
Destination * add (d, p, Q=dOlpwh 
(dp) ^ tq) 

6. Vd : 


Destination); p: 


Platform — seq C Time X 
Platform; q : Time X 
Destination * remove(d, p. gdv=d@lpwh, 
(dp) P iq) 
10. 48 

1l. Vs, t£: dom b * scre(o s. 150 0.1 


2. Vs * ran b * 5 一 延期 V 1 
Z»current 

3. Vs: ranb * .2— BAll—s3—3 
加 坡 

4.(stran6|s.5= RE} 


{ 
is? ran bes, 3} 

(s* ran 6 * Cs. 3, s.1)} 

(s* ranbl s.5-— REM - Os. 3, s. 1D) 


N 0 C 


O 所 有 解答 都 没有 考虑 空 集 的 特殊 情况 ， 例 如 ，( 在 晚间 ) 可 能 已 经 没有 从 某 个 站 台 出 站 的 列车 ， 这 时 ， 对 于 相应 


Ws, dom s— 2. —-- Hi 
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到 此 为 止 ， 已 经 讨论 了 一 系列 证 明定 理 
的 方法 。 在 第 3 S. 我 们 看 到 ， 可 以 通过 真 
值 表 、 和 替换 、 等 值 推理 和 自然 演绎 建立 命题 
PHM EH, SSR RW PRN. RNA 
到 ， 可 以 将 等 值 推理 和 自然 演绎 的 技术 从 命 
题 敢 辑 拓 广 到 谓词 逻辑 。 男 外 ， 我 们 还 学 习 
了 如 何 使 用 等 值 推理 来 证 明 集 合 、 关 系 、 函 
数 以 及 序列 的 相等 关系 。 综 上 可 知 ， 利 用 等 
值 推理 和 自然 演绎 的 技术 可 以 推导 并 证 明 我 
们 开发 的 绝 大 多 数 形式 描述 的 性 质 。 

另 一 方面 ， 当 希望 让 明 给 定 类 型 的 所 有 
序列 ， 或 者 所 有 自然 数 满足 的 性 质 时 ， 我 们 
需要 一 种 不 同 的 技术 ， 这 一 技术 称 为 归纳 法 
(induction) 。 归 纳 法 是 一 个 强 有 力 的 数学 技 
术 ， 是 许多 计算 应 用 的 核心 技术 。 而 且 ， 在 
第 9 章 和 第 10 章 我 们 已 经 看 到 ， 它 与 递归 
密切 相关 。 事 实 上 ， 归纳 法 经 常 是 证 明 某 些 
类 型 的 归纳 算法 的 正确 性 的 唯一 方法 。 

本 章 讨 论 两 种 归纳 法 : 数学 归纳 法 ， 利 
用 它 可 以 证 明 所 有 自然 数 满足 的 性 质 ; 结构 
归纳 法 ， 利 用 它 可 以 证 明 给 定 妇 纳 定 义 的 类 
型 的 所 有 元 素 满足 的 一 些 性 质 ( 例 如 ， 序 列 
就 是 一 种 归纳 定义 的 类 型 )。 我 们 首先 考虑 
数学 归纳 法 。 

论述 数学 归纳 法 相关 内 容 的 两 本 参考 书 
是 LYou64]j 和 [Wan80]。 前 者 更 多 讨论 的 是 
数学 归纳 法 ， 而 后 者 更 多 讨论 的 是 数学 归纳 
法 在 程序 设计 中 的 应 用 。 


11.1 数学 归纳 法 


在 第 2 章 ， 我 们 讨论 了 由 Giuseppe 
Peano 最 早 提出 的 处 理 自然 数 的 方法 一 一 
Peano 算术 。 在 那里 ， 我 们 指出 ， 可 以 使 用 
5 个 公理 来 定义 自然 数 。 第 2 章 讨 论 了 其 中 


归 纳 法 


的 前 4 个 公理 。 这 些 公理 如 下 所 示 。 

1. 0 是 自然 数 。 

2. 4 zx 是 自然 数 ， 则 十 1 也 是 自 
然 数 。 

3. 不 存在 使 x 十 1==0 成 立 的 自然 数 z. 

4. 给 定 自然 数 工 和 yy， 若 z 十 1 一 > 十 1 
WW z 一 y。 

下 面 介 绍 第 5 个 公理 ， 其 叙述 如 下 。 

对 于 某 个 性 质 ， 如 果 能 证 明 该 性 质 对 某 
个 自然 数 工 成 立 则 对 工 十 也 成 立 ， 而 且 能 
HEARERS ORE, RARER A AB 

也 就 是 说 ， 给 定 一 个 性 质 p， 如 果 可 以 
HEAR p (0) MZ. 而 且 可 以 证 明 pn) 
p(n 十 1) 对 每 个 自然 数 BR, MATA 
出 p(n) 对 所 有 自然 数 成 立 的 结论 。 可 以 用 
自然 演绎 的 格式 来 如 下 书写 这 一 公理 。 


pO) Wnt N + PDPN) ca 


因此 ， 这 样 的 性 质 对 于 所 有 自然 数 成 立 
的 证 明 工作 被 分 为 两 个 阶段 ， 基底 阶段 ， 在 
此 证 明 该 性 质 对 于 0 成 立 ; 归纳 阶段 ， 在 此 
证 明 若 该 性 质 对 于 ” 成立， 那么 它 对 于 ?十 1 
也 成 立 。 后 一 阶段 的 证 明 可 以 如 下 进行 ， 假 
设 该 性 质 对 n 成立， 这 称 为 归纳 假设 
(inductive hypothesis), ， 然 后 使 用 这 一 假设 





.来 证 明 该 性 质 对 于 n 十 1 也 成 立 。 可 以 如 下 


形式 地 给 出 归纳 法 原理 (principle of mathe- 
matical induction) 的 陈述 。 

RAEM p， 它 对 于 每 个 自然 数 或 者 为 
ESRAR. Æ 

1. 80) 5 Å 

2. p(n) 之 pln 十 1) 为 真 

那么 ，p 对 于 所 有 自然 数 为 真 。 
下 面 是 一 个 比较 简单 的 例子 。 
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例 11.1 我 们 希望 证 明 下 面 的 定理 
成 立 。 

Yn:! en<nt+l 

为 证 明 每 个 自然 数 n 都 小 于 nn 十 1， 需 
要 让 明基 底 阶 段 和 归纳 阶段 。 先 考虑 基底 阶 
段 ， 在 此 ,由 过 和 十 的 定义 ， 显 然 有 

0<0+1 

下 面 考虑 归纳 阶段 。 
理 对 某 个 值 x 为 真 ， 即 

arl 
成 立 。 这 就 是 归纳 假设 。 由 此 出 发 ， 需 要 
ir Bj 

(x 二 1) 之 (x 十 1) 十 1 
成 立 。 由 算术 可 知 ， 若 mcn minc 
1。 几 于 归纳 假设 告诉 我 们 x 二 x 十 1， 所 以 


为 此 ， 首 先 假设 定 


可 以 用 它 来 得 到 

(7 十 1)< (zx 十 1) 十 1 
内 为 我 们 证 明了 基底 阶段 和 归纳 阶段 ， 所 以 
得 到 结论 

Vn? lk *n«nctl 口 


许多 离散 数学 的 教科 书 以 多 米 诺 骨 牌 来 
解释 数学 归纳 法 。 考 虑 一 列 一 个 接 一 个 排列 
起 来 的 多 米 诺 骨牌 ， 如 果 骨 牌 的 间距 合理 ， 
那么 推倒 第 一 张 骨 牌 会 引发 第 二 张 骨 牌 倒 
下 ,， 它 又 会 引发 第 三 张 肯 牌 倒 下 ， 以 此 类 
推 。 这 样 ， 所 有 的 骨牌 都 会 被 推倒 。 数 学 归 
纳 法 的 工作 原理 则 是 : 若 定理 对 0 成 立 ， 那 
么 它 对 1 也 成 立 ; 车 它 对 1 成立， 那么 它 对 
2 也 成 立 ; 若 它 对 2 hi, MAEM 3 也 成 
立 ; 以 此 类 推 。 归 纳 法 和 多 米 诺 骨 牌 间 的 这 
一 类 似 性 对 上 面 的 例子 显然 是 正确 的 。 

下 面 再 看 一 个 例子 。 

例 11.2 使 用 归纳 法 可 以 证 明 下 面 的 
公式 对 于 所 有 的 自然 数 n 都 成 立 。 

"m n 

via xat 
为 确信 这 一 公式 的 正确 性 ， 考 虑 n=3 的 情 
况 。 这 时 有 


. 3X4 
d= = 
= 6 
再 例如 ， 考 虑 n==5 的 情况 ， 有 
Di 
= 15 
为 证 明 公 式 对 n=0 MIL, A 
yin 
= 0 


m 


显然 ,这 是 真 的 (注意 , 若 mns Ml 5 i=0), 


我 们 尝试 通过 假设 定理 对 某 个 值 x 成 
立 来 证 明 归 纳 阶 段 。 即 假设 


yu-rXGiD 
2 


i=] 


这 是 归纳 假设 。 如 果 可 以 从 Di = 
rti 
Six aD Are DEED 


i=] 


就 可 以 证 明 归 纳 阶段 。 当 n=x 十 1 时 ， 等 
式 的 左边 为 

1 十 2 十 3 十 . .十 x 十 (Xx 十 1) 
由 归纳 假设 ， 可 以 把 上 式 改 写成 


xX(zrt+1) 
2 


可 以 如 下 继续 证 明 。 
xX(z+1) 
2 





十 (zx 十 1) 


十 (Xx 十 1) 


= X 

=(2+Dx ($41) 

_ (atl) XO T2) 
2 


_(z 十 1)X((z 十 1) 十 1) 
2 


这 样 ， 就 完成 了 归纳 阶段 的 证 明 。 
， 由 于 基底 阶段 和 归纳 阶段 都 成 立 ， 所 以 
得 到 











jt 纳 法 
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St) = Xa+ 
2 


MAA ARE n 都 成 立 的 结论 。 
练习 11.1 使 用 数学 归纳 法 证 明 
Vn: e OF +n) HES Li 
为 真 。 l 


i 

















11.2 结构 归纳 法 


数学 归纳 法 是 证 明 特 定性 质 对 所 有 自然 
数 都 成 立 的 技术 。 结 构 归 纳 法 (structural 
induction) 是 证 明 特 定性 质 对 某 个 归纳 定 
义 “ 的 类 型 的 所 有 元 素 都 成 立 的 技术 。 到 此 
为 止 ， 我 们 考虑 的 归纳 定义 的 对 象 类 型 只 有 
序列 。 为 了 证 明确 实 可 以 归纳 地 定义 序列 ， 
考虑 seq 1: (所 有 自然 数 序列 的 集合 ) 的 如 下 

1. OÆ seq 的 元 素 。 

2. 对 于 任意 的 sE seq N 及 任意 的 rE 

bo. GO 7s 是 seq N 的 元 素 。 

以 上 是 以 定义 seq NN。 

例 11.3 OR ARRAS, AAC) 
E seq1; ， 可 知 (0)EseqaN , (DEseq X 
(2) €E seq N, Y. m, E] 3j <0) € seq 
MN. AAO, 0) € seq K, (0, 1) € seq ] 
及 (0，2)E seq 六 ， 等 等 。 因 此 ， 自 然 数 的 
任意 序列 都 可 以 通过 这 一 过 程 来 定义 。 

练习 11.2 给 定 集合 Car， 给 出 所 有 汽 
车 序列 的 集合 的 归纳 定义 。 口 

与 数学 归纳 法 相同 ， 使 用 结构 归纳 法 的 
证 明 也 包括 两 个 子 证 明 。 为 证 明 性 质 p 对 
类 型 为 X 的 序列 成 立 ， 需 要 证 明 以 下 两 种 

L 基底 阶段 ，p(C))。 

2. 归纳 阶段 ，Vx: X; s: 

pO p G7, 














seq X * 





即 ， 需 要 证 明 p 对 于 空 序列 成 立 ， 而 且 能 够 
从 p(s) 得 到 pl(《zx) 个 ;)。 第 二 个 阶段 通常 包 
括 使 用 归纳 假设 p(s) Wi pix) 7^ 88 
假设 。 

可 以 使 用 自然 演绎 规则 的 风格 如 下 表示 
这 一 证 明 。 


BCO) Vs: seq X; xt X * pp ss) 


Vs: seq X * p(s) 
[结构 归纳 法 ] 

RE, EHO REET ER. EBA 

Vs: seq Xi x: X * pls)=>plix) 7s) 
是 归纳 阶段 。 

对 于 序列 ， 可 以 如 下 形式 地 陈述 结构 归 

设 有 性 质 户 ， 它 对 类 型 X 的 每 个 序列 
或 者 为 真 或 者 为 假 。 若 

1.0(()) 为 真 ; 

2. Vs: seq X; x? X * p(s)o p(G) 

“NAL. 

那么 p 对 所 有 类 型 义 的 序列 为 真 。 

练习 11.3 假设 我 们 希望 证 明 汽 车 的 
所 有 序列 的 某 个 性 质 p。 陈 述 该 证 明 的 基底 
阶段 和 归纳 阶段 。 

正如 我 们 在 第 10 章 所 看 到 的 ， 有 些 序 
列 的 性 质 对 所 有 序列 都 成 立 ， 不 论 序列 是 什 
么 类 型 的 。 例 如 ， 

BG^D-CGEOTORD 
对 所 有 序列 s 和 :上 成 立 ， 不 论 它们 的 类 型 为 
seq NN 还 是 seq Car, WE -的 条 件 是 ;和 1 必 
须 是 相同 类 型 的 。 

这 样 的 性 质 也 可 用 结构 归纳 法 证 明 。 

例 11.4 设 有 类 型 X， 使 得 ;Eseq X 
Ht€seq X, AT iE 

Vs, ti seq Xe #(s7)=(H#5)4+(#D 
成 立 ， 需 要 证 明 两 个 子 情况 成 立 。 首 先 ， 这 
一 性 质 对 空 序列 成 立 ， 即 有 

















O 蝎 多 的 参考 书 使 用 递归 定义 (recursively define — ij, --- 译 者 注 
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Vr seq X * £CO^7D—CGtEOD-FCED 

然后， 需要 证 明 : 若 这 一 性 质 对 某 个 序 

Ju s. MAEM) sum. Hmc 
E X 的 任意 元 素 ， 即 

Vs. tt 

$OsTHO=CH# NIN +FCE NDS ECD 


seq X; xi Xe? 


A) PN =CE CaO) G0 


成 立 。 
首先 考虑 基底 阶段 。 在 此 ， 有 
zCO^D 
二 年/ 
=O+ Ht 
—430-5£t 


下 看 考虑 归纳 阶段 。 在 此 ， 要 证 明 
BO GO 7270-20 00730TGED 
Wes O=(49+(4 08 A. 
HE, ZE 
BOGCCG737^70D 
根据 全 的 结合 律 ， 这 与 下 式 相同 。 
CG27G7^7D) 
由 站 的 定义 ， 这 等 于 
1+ # G^1D0 
由 归纳 假设 ， 这 等 于 
IACH HCE) 
Rin. AWE. REF 
六 (Cx) s)+ (HH) 











练习 11.4 证 明 : 对 任意 的 序列 *， 有 
reverse(reverse s) =s go 
成 立 。 


11.3 附加 练习 


练习 11.5 用 数学 归纳 法 证 明 
Yani E | mele 17 +2?4+3?+..47° 
ax (ntl) xX (2nt1) 
6 


NA. WE, RR PA KF OM BRK 
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的 性 质 ， 因 此 ， 基 底 阶 段 是 1 而 非 0 的 
情况 。 


练习 11.6 用 数学 归纳 法 证 明 
Yn: N [n21 1+4+7+.. 十 (3n 一 2) 
QAXGnhR -D 
2 
为 真 。 
练习 11.7 用 数学 归纳 法 证 明 
Yn N |nzcA4*n! 22" 
AE. GE. n WHR. WE nl. EMH: 
png 
ni =nX(n—1)! 
A n=0 Kn=1 则 
nl =] 
练习 11.8 用 数学 归纳 法 证 明 
Yn: N | n3. n >2n+1 
为 真 。 
练习 11.9 用 结构 归纳 法 证 明 ， 对 于 
任意 的 类 型 X， 有 
Ys: seq X; 4: 二 X， 
= 一 04) 全 (人 人 4) 
AR. 
练习 11.10 用 结构 归纳 法 证 明 ， 对 于 
任意 的 类 型 X， 有 
Vs:seq X; At =x 
= (reverse s) | A 


为 真 。 


G70D TA 


e reverse(s | A) 


11.4 练习 解答 


11.1 先进 行 基底 阶段 的 证 明 。 为 此 ， 有 

0 十 0 一 0 
我 们 知道 ，0 是 偶数 ， 因 此 ， 此 性 质 对 0 
成 立 。 

下 面 ， 进 行 归纳 阶段 的 证 明 。 为 此 ， 假 
Wt MA zr. x! cbr 是 偶数 。 考 虑 + 
1， 有 

Gr 1 Ge Dx +2e+14+ a+) 

二 十 rf 十 27 十 2 





yt A 法 





UTA. oo +a AE. MA. MAE 
HAY or. 22+2 显然 是 偶数 。 由 于 偶数 的 和 
总 是 偶数 ， 所 以 十 + 十 27 十 2 一 定 是 
偶数 。 

内 此 ， 由 数学 归纳 法 ， 有 

Yani ex +n RES 
HJ EE, 
11.2 

1. OE seq Car 的 元 素 。 

2. 对 于 任意 的 sE seq Car 和 任意 的 cE 
Car, (0 7s 是 seq Car 的 元 素 。 
11.3. 基底 阶段 由 pCO SR, JASN BT BR eA 
下 式 给 出 。 

Vs seq Car; c: Car * pls) pos) 
11.4 基底 阶段 可 以 如 下 证 明 。 

reverse( reverse!) ) 

[reverse 的 定义 ] 

一 《) [reverse 的 定义 ] 
归纳 阶段 可 以 如 下 证 明 。 


reverseCreverse(x) ^ s) 


= reverse() 


7 reverse( (reverse s) ^ (x)) 
[reverse 的 定义 ] 
= Cr) 
[reverse 的 定义 ] 
cG0^7s [归纳 假设 ] 
因此 、 有 
reverse( reverse 5) =s 
对 于 所 有 序列 成 立 。 
11.5. 先 证 明基 底 阶 段 。 


1X2x3 
6 


因此 ， 基 底 阶 段 成 立 。 
下 面 ， 证 明 归 纳 阶 段 。 为 此 ， 假 设 
12 H3 A.. 43° 


LorX GE XQ D 
6 


(reverse reverse s) 


在 此 ， 有 
L= 





成 立 。 
考虑 + 十 ]， 有 


1*2! 4..- x Gn1» 


eX Gt) xX 2r+)) 
6 


_ eX Cr $1) X (2r4+1)4+6Cr +1)" 
6 


_ (etl) XQG 十 xz) 二 (6x 二 6)) 
6 


(7 十 1)X(2z2 十 7zr 十 6) 
6 


GE X G2) X 2-3) 
6 


_(z 十 1)X(Cz 十 2)X(2(Cz+I) 十 1) 
6 


因此 ， 由 数学 归纳 法 ， 有 
Vn: 十 2 十 3 十 .二 


_nX(nt1)X(2n+1) 
6 





十 (zr 二 1)* 




















为 真 。 
11.6 先进 行 基底 阶段 的 证 明 。 在 此 ， 等 式 
的 左边 等 于 1， 右 边 由 下 式 给 出 
1X(3 一 1]) 1X2 
2 2 


=] 
因此 ， 等 式 的 两 边 相 等 。 
后 ， 进 行 归 纳 阶 段 的 证 明 。 为 此 ， 

假设 
1 十 4 十 7 十 ,. 十 (3z 一 2) 一 


成 立 。 
1 十 4 十 7 十 . .十 (3(x 十 1) 一 2) 


LxXGxr-—1) 
2 


_ ZX(37 一 1) 十 2X(37z 十 1) 
2 


_3z 十 5z 十 2 
2 


_(zZ 十 1)X(3z 十 2) 
2 


_Cz 十 1)X(3(z 十 1) 一 1) 
2 


因此， 由 数学 归纳 法 ， 有 





xrxX(3x—-1) 
2 


十 (37 十 1) 

















第 11 章 





160 
Vn: di. ，1]1 十 4 十 7 十 . .十 (3n 一 2) Vn: N | n 宇 3， 之 2n 十 1 
Ln X Gn D 成 立 。 
2 11.9 先 考 虑 基底 阶段 。 在 此 ， 有 
AR. COD FA (OA 
14.7. 首先 考虑 基底 阶段 ， 其 中 二 4。 在 -0^GrA) 
uu k =94 =(O PAT PAD 
及 因此 ， 基 底 阶段 成 立 。 
m 现在 考虑 归纳 阶段 。 归 纳 假设 是 


因此 ， 基 底 阶段 成 立 。 
FB 9 HR VA EE. 
vl m2 
IA a+ 10, A 
Crt DX c! 2lat+1) X2' 
MNR! 的 定义 ， 它 等 价 于 
GF D! 之 (x 十 1) XZ 
由 于 x 十 1 守 2， 可 得 
Cr 十 1)1 22X2 
Hk. # 
Crt ly} 220! 
内 此 ， 归 纳 阶 段 成 立 。 
由 上 可 知 ， 由 数学 归纳 法 ， 有 
Yni E | n4. n! 227 


根据 归纳 假设 ， 有 


为 真 。 
11.8 首先 考虑 nn 二 3 的 基底 阶段 。 在 
此 ， 有 


3'202X3)41 
由 此 ， 基 底 阶 段 成 立 。 
下 面 考虑 归纳 阶段 。 首 先 对 (z 十 1)? 做 
如 下 展开 。 
Gr 1) =r +2241 
mde e. A 
a het le (Partly +2741 
Prt D+2r4+1=4et+2, EX 5m 
wt2xt lidar +2 
dn. AK r23, RUA 
二 27 二 1 之 2(x 十 1) 十 1 
内 此 ， 归 纳 阶 段 成 立 。 
由 数学 归纳 法 ， 有 


GOÐ PA=(s SADT PAD 
由 此 ， 需 要 证 明 下 式 成 立 。 
(C207 701A 
=(((r)7s) PAD)^GTAD 
为 了 证 明 上 式 成 立 ， 需 要 证 明 下 列 两 个 子 
(CDOS SA 
二 《<7) NAGON TA), € IEA 
一 (s 1) 站 .A， 其 他 
B zr€ A。 在 此 ， 由 归纳 假设 有 
DOAGN TASOS G TADS NA) 
= (MTATA) 
HEREA, Biggs. A 
(s7t) fA =C€s PATO PAD 
=(((r) 7s) PAT PAD 
因此 ， 归 纳 阶 段 成 立 。 由 此 ， 有 
Ys: seq X; A: 二 X。(G 人 DA 
一 (4A) 僵 (个人 4) 
对 任意 给 定 的 类 型 X mur. 
11.10 先 考虑 基底 阶段 。 在 此 ， 有 


reverse( | A) =reverse() 
— (reverse) | A 
现在 考虑 归纳 阶段 。 归 纳 假 设 为 


reverse(s | A) — (reverses) ^ A 
由 此 ， 需 要 证 明 
reverse(C Gr) ^s) fA) 
= (reverseix) ^ y) hA 
它 的 证 明 如 下 。 首 先 ， 有 
reverse Cx) ^5) P AD 
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—reverse( 2) ^s A), ECA 
— reverse(s ^ A). Rt 
Wee A, HUW. A 
reverse <z) O(s FA» 


= reverse(s S A72 Gr) 


((reverse s) SAY (x) 


—(reverseCr) ^s) fA 


现在 设 x+ 多 A。 青 由 归纳 假设 ， 有 
reverse(s } A) — (reverses) SA 
—(reverse(r2 Os) ^ A 
因此 ， 归 纳 阶 段 成 立 。 因 此 ， 有 
Ys: seg Xi A: ^X * reverse(s | A) 
—(reverse s) `A 


对 任意 给 定 的 类 型 X HA, 
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在 第 1 章 中 我 们 就 说 过 ， 对 计算 专业 的 
高 校 学 生 进 行 离散 数学 的 教学 的 目的 主要 有 
两 个 。 其 一 是 讲授 支撑 形式 描述 技术 的 数学 
理论 ， 如 Z( 参 看 [Spi92] 或 [WD96]) 或 CSP 
(参看 [Hoa85] 或 [Ros971)。 其 二 是 讲授 支 
撑 理 论 计算 机 科学 的 数学 理论 。 本 章 的 论题 
(图 论 ) 和 下 一 章 的 论题 (组 合 数学 ) 都 属于 第 二 
个 目的 。 在 这 一 章 里 ， 将 对 图 论 的 基本 概念 给 
出 必要 的 简单 介绍 。 如 果 想 要 了 解 有 关 这 个 主 
题 的 更 深入 的 知识 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 
[Wes95]、[FWil96] 或 EMer00]。 对 于 网 论 的 附 
加 练习 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 [Bal97]。 

网 以 及 图 论 是 计算 机 科学 的 很 多 领域 的 
核心 。 例 如 ， 将 许多 计算 机 连接 在 一 起 形成 
网 络 ， 这 样 的 网 络 的 结构 可 以 表示 为 一 个 
图 。 再 例如 ， 在 高 级 程序 设计 中 经 常 遇 到 的 
基础 数据 结构 一 一 二 又 树 结构 ， 其 实 是 图 的 
一 个 特例 。 从 更 广义 的 层面 来 讲 ， 图 可 以 形 
成 关系 的 可 视 化 表示 。 下 面 ， 从 解释 到 底 什 
么 是 图 来 开始 这 一 章 的 学 习 。 


12.1 图 


考虑 下 图 。 


2 1 


3 


网 中 含有 3 个 顶点 (vertex) (或 者 称 作 
结 点 (node) 或 点 (point)， 这 三 种 称呼 是 一 
READ): 1、2 和 3。 另 外， 图 中 还 有 两 条 边 
(edge) (或 称 作 线 (line)， 这 两 种 称呼 也 是 一 


ca ie 


样 的 )， 其 中 ， 第 一 条 边 连接 顶点 1 和 项 点 
2. 第 二 条 边 连接 顶点 2 和 顶点 3。 注 意 ， 
每 一 条 边 都 是 从 一 个 顶点 出 发 并 且 在 一 个 项 
点 结束 。 

形式 地 讲 ， 把 图 看 成 是 顶点 的 非 空 集合 
和 (可 能 空 的 ) 边 的 集合 ， 并 且 每 条 边 都 是 从 
一 个 项 点 出 发 且 终 止 于 另 -- 个 顶点 。 

称 一 个 项 点 与 另 一 个 项 点 是 相 令 的 
(adjacent)， 当 且 仅 当 这 两 个 顶点 之 间 有 边 。 
因此 ， 在 上 例 中 ， 顶 点 1 与 顶点 2 相 邻 ( 反 
之 亦 然 )， 顶 点 2 与 顶点 3 相 邻 (反之 亦 然 )。 


练习 12.1 下 图 中 哪些 顶点 对 是 相 
AB AS? 
2 1 
3 4 





[i 
称 一 条 边关 联 于 (incident) 两 个 顶点 ， 
当 且 仅 当 这 两 个 顶点 出 现在 这 条 边 的 
两 端 。 
例 12.1 在 下 面 的 图 中 只 有 两 条 边 ， 
其 中 一 条 边关 联 于 顶点 1 和 顶点 2， 而 另 一 
条 边关 联 于 顶点 2 和 顶点 3。 


2 


3 
C] 


可 以 为 边 和 顶点 标 上 标记 。 例 如 ， 考 虑 
练习 12. 1 中 的 图 ， 可 以 把 边 分 别 记 作 a, 
b.c, d. ERRU ia. 
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2 1 2 
VA 
b 
a d 
3 c 4 
练习 12.2. 上 图 有 4 条 边 。 对 于 每 条 
边 ， 给 出 它 所 关联 的 顶点 。 口 3 





在 -个 图 的 一 对 项 点 之 间 ， 可 以 有 多 条 
边 ， 例 如 考虑 下 面 的 图 。 


n 


这 里 ， 在 顶点 1 和 顶点 2 之 间 有 两 条 平行 的 
ià (parallel edge)。 这 也 是 完全 合法 的 图 。 

另外 ， 一 个 图 可 以 包含 环 (loop)， 也 就 
是 说 ， 起 点 和 终点 都 是 相同 顶点 的 边 。 例 
如 ， 下 图 在 项 点 1 处 包含 一 个 环 。 


| 


称 一 个 图 为 简单 图 (simple graph)， 当 
且 仅 当 它 既 不 含 环 也 不 含 平行 边 。 

练习 12.3 下 列 各 图 中 哪些 是 简单 图 ? 

l. 


NN 
一 


| 
一 


练习 12.4 没有 边 的 图 是 简单 图 吗 ? 











练习 12.5 考虑 含有 7 个 顶点 的 图 ， 如 
果 它 是 简单 图 ,那么 最 多 能 包含 多 少 条 边 ? O 
给 定 一 个 简单 图 G，G 的 补 (complement) 
是 一 个 简单 图 ， 它 与 G 含有 相同 的 顶点 ， 并 
且 任 意 两 个 顶点 在 G 的 补 中 相 邻 当 且 仅 当 
它们 在 G 中 不 相 邻 。 我 们 把 G 的 补 记 作 C。 
例 12.2 考虑 下 面 的 简单 图 。 











3 4 


这 个 图 的 补 如 下 所 示 。 
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图 论 
2. deg(3)=1 
| 在 第 二 个 图 中 ， 有 
2 ° deg(1)=0 
e 
4 deg(2)—1 
e e 
3 deg(3)=1 
C 在 第 二 个 图 中 ,有 
对 于 图 中 的 任何 顶点 v, AT ROR v E deg(1)=1 
(degree), idfE deg(v). v 的 度 是 与 这 一 项 deg(2)=3 
点 相关 联 的 边 的 数目 。 注 意 ， 如 果 顶 点 v5 deg(3)—2 = 
-一 个 环 P 这 个 环 EH i 
"ELEME 练习 12.7 计算 下 图 中 各 顶点 的 度 。 
例 12.3 再 次 考虑 如 下 所 示 的 练习 


12. 3 中 的 图 。 
1. 


3 

在 第 一 个 图 中 ， 有 
deg(1)7] 
dey(2)—4 





对 于 任意 的 顶点 v. WR deg(v) =0, 
WK v 为 孤立 顶点 (isolated vertex), 

练习 12.8 在 练习 12. 7 MAp, Spe 
顶点 是 孤立 的 ? C 

读者 可 能 已 经 注意 到 ， 图 中 所 有 顶点 的 
度 的 总 和 与 边 数 间 存 在 着 某 种 关系 ， 的 确 ， 
前 者 是 后 者 的 两 倍 ; 这 一 关系 形式 地 表述 
如 下 。 

(SJdeg(v))= 2x#E 


Kp. V 表示 图 的 顶点 集合 ，FE 表示 图 的 边 
的 集合 。 

练习 12.9 验证 下 式 对 练习 12.7 中 的 
图 成 立 。 

(>)deg(o)= 2x 4E [] 


veVv 

关于 顶点 的 度 的 第 二 个 定理 是 握手 引 理 
Chandshaking lemma) ， 引 理 的 内 容 如 下 。 

在 任何 一 个 图 中 ， 度 为 奇数 的 顶点 的 数 
A RIAR. 

练习 12. 10 验证 练习 12.7 中 的 图 满 
足 握手 引 理 。 L] 

一 个 图 称 为 是 连通 的 (connected)， 当 
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且 仅 当 从 任 一 个 项 点 出 发 ， 如 有 必要 经 过 一- à ; 
个 或 多 个 中 间 顶 点 ， 能 够 到 达 其 余 的 任意 
项 点。 
例 12.4 下 面 的 图 是 一 个 连通 图 。 
2 ] 
3 
练习 12. 12 考虑 带 有 个 顶点 的 图 。 如 
7 果 这 个 网 是 连通 的 ， 那 么 它 最 少 包含 多 少 条 边 ? 
TENE XE. dx RE RR dk 一 个 图 称 为 是 完全 的 (complete)， 当 是 
的 ”。 Ll — 仅 当 每 个 顶点 都 与 其 他 顶点 相 邻 。 
例 12.5 另 一 方面 , 下面 的 网 不 是 连 例 12.6 考虑 下 面 的 图 ， 
通 的 ;因为 无 法 从 顶点 1 到 达 顶 点 2( 反 之 ! 
o P 
2 1 
3 4 
文 个 图 是 完全 的 ， 因 为 每 一 个 顶点 都 可 以 通 
3 4 





过 一 条 边 与 其 他 项 点 相连 。 然 而 ， 如 果 从 这 
练习 12.11 下 列 各 图 哪些 是 连通 的 ? 个 图 中 去 掉 任何 一 条 边 ， 那 么 剩 下 的 图 就 不 














L. 是 完全 图 了 。 口 
š i A 下 列 各 图 哪些 是 完全 的 ? 
i 

六 ] 
2 e! 
3 


O 在 本 章 的 后 面 ， 将 考虑 连通 性 的 更 加 技术 性 的 定义 。 然 而 ， 在 此 这 一 定义 已 经 足够 了 。 
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B 论 
3. 可 以 存在 形 如 (vw，w) 的 元 素 ， 表 示 图 中 包含 
> (loop), 
£i 12.7 
e! 2 
3 
g 
练习 12.14 考虑 带 有 个 顶点 的 图 ， ; 
如 果 它 是 完全 的 ， 那么 最 少 包含 多 少 条 | 
边 ? Cl 。 这 个 疼 可 以 如 下 形式 化 地 表示 。 
练习 12.15 证 明 ， 如果 一 个 图 是 完全 Vc. 2, 3) 
的 ， 那么 它 一 定 是 连通 的 。 门 E=10. 1), (1. 2), (Q. D] 
注意 , 玉 中 的 顶点 对 (2，3) 表 明 顶 点 2 
MM 这 可 以 等 价 地 表示 成 (3， 


12.2 图 的 集合 和 元 包 表 示 


可 以 使 用 集合 和 元 包 (bag) 形 式 地 表示 
图 。 回 忆 一 下 ， 岁 是 由 一 些 顶 点 和 边 组 成 
的 ， 而 县 边 连 接着 顶点 ， 可 以 使 用 顶点 的 
非 空 集合 和 边 ( 顶 点 的 序 偶 ) 的 (可 能 空 的 ) 
元 包 来 表示 图 。 把 顶点 的 集合 记 作 VV， 边 
的 元 包 记 作 E. Bw 一 个 图 G， 其 顶点 的 
ECAV, ABRES E, 可 以 写作 G= 
(V. E). 

青 一 次 考虑 下 图 。 


2 1 


3 4 
可 以 按 如 下 方式 表示 这 个 图 。 
V={1, 2. 3, 4} 
E=[(1. 3). (1, 4), (2, 3, G, OJ 
值得 注意 的 是 ， 对 于 顶点 的 集合 V， 除 
了 了 Y 不 能 为 空 集 外 ， 对 V 的 大 小 没有 任何 


限制 。 另 外 ， 对 于 出 现 于 边 的 元 包 E 中 的 
顶点 对 ， 除 了 它们 必须 是 类 型 为 VXV 的 元 


素 之 外 ,没有 其 他 限制 。 特 别 地 ， 在 巨 中 


这 是 因为 ， 到 目前 为 止 ， 所 讨论 的 图 仅 
RUDI. DEE eve. prm 
的 每 条 边 只 记录 一 次 。 L] 

元 包 玉 可 以 是 空 的 。 
例 12.8 考虑 下 图 。 


2 
e 


e 
3 


这 个 图 可 以 形式 地 表示 如 下 。 





V=({1, 2, 3} 

E={ J " 

练习 12.16 为 什么 使 用 元 包 而 不 是 使 
用 集合 来 表示 E? L 


练习 12.17 画 出 下 列 各 网 。 

1.V—(1, 2, 3. 4), E=[ J 

2.V-— (1, 2, 3, 4}, E=[(1, 1), 
(2, 2), (3, 3] 

3.V— (1, 2, 3, 41. E=[(1, 1). 
(1, 2). (3, 4), (4. 4)] = 

练习 12.18 使 用 集合 和 元 包 表 示 下 列 
各 图 。 
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12. 3 


如 果 和 希望 使 用 高 级 编程 结构 (high level 
programming structure) 的 方式 来 表示 图 ， 
也 就 是 说 ， 如 果 和 希望 图 能 在 计算 机 中 表示 ， 
并 且 能 利用 计算 机 对 图 进行 各 种 操作 ， 那 么 
除了 用 可 视 的 方法 来 表示 图 以 外 ， 还 需要 其 
他 表示 图 的 方法 。 其 中 一 种 方法 就 是 邻接 筹 
阵 (adjacency matrix), 这 是 适合 于 计算 机 
操作 的 最 常用 的 表示 图 的 方法 。 

£IEÉKIG—(V. E), BH&V—n, RE 
V 中 的 顶点 可 以 被 标记 为 (有 序 化 为 ) mm ， 
这 时 ，G 的 邻接 矩阵 就 是 一 个 >” 
Xn WERE, EP, MEG, PAM UA 
项 点 w 和 之 间 的 边 的 数目 。 

例如 ， 考 虑 如 下 给 出 的 图 。 


2 1 


图 的 矩阵 表示 


Us...» Uno 


这 个 图 有 4 个 项 点 ， 因 此， 表示 这 个 网 
的 邻接 和 矩阵 是 一 个 4X4 的 矩阵 。 进 而 ， 为 
了 简化 起 见 ， 我 们 假设 ww 王 1， 
3. v — 4, AX. 这 个 图 有 4 Ki: C1, 
3). (1. D. (2, 3), (3, D, KE, Æ% 
阵 中 与 这 些 边 相 对 应 的 位 置 的 值 是 1， 没 有 
边 的 位 置 的 值 是 0。 假 定 左 上 角 的 位 置 对 应 
于 (1，1)， 其 下 一 个 位 置 代表 (1，2)， 以 此 
类 推 ， 那 么 这 个 图 的 邻接 矩阵 如 下 所 示 。 
0 0 1 1 
0 0 1 0 
1 1 0 
1 0 





2, U3 





1 
1 0 

这 个 矩阵 表示 ， 顶 点 1 通过 一 条 边 与 顶 

点 3 相连 (反之 亦 然 )， 顶 点 1 通过 一 条 边 与 


顶点 4 相连 (反之 亦 然 )， 顶 点 2 通过 一 条 边 
与 顶点 3 相连 (反之 亦 然 )， 顶 点 3 通过 一 条 
边 与 顶点 4 相连 (反之 亦 然 )。 

如 果 要 从 这 个 图 中 去 掉 连 接 项 点 3 和 项 
点 4 的 边 ， 那 么 邻接 矩阵 将 变 为 

0.0 1 1 

0.0 1 0 

1100 

1000 


男 一 方面 ， 如 果 想 在 原 图 的 基础 上 ， 在 
顶点 3 和 顶点 4 之 间 再 加 上 一 条 平行 的 边 ， 
那么 邻接 矩阵 将 变 为 

0 0 1 1 

0 0 1 0 

1102 

1020 

回想 一 下 ， 一 个 图 被 称 为 简单 图 ， 当 且 
仅 当 这 个 图 既 没有 平行 边 也 没有 环 。 因 此 ， 
简单 图 的 邻接 矩阵 表示 将 有 两 个 特殊 的 性 
质 。 第 一 ， 人 矩阵 中 从 左上 到 右 下 的 对 角 线 上 
的 所 有 项 都 是 0( 这 是 图 中 无 环 的 性 质 ); 第 
Z, ABER BUE BU RE 0 就 是 1( 这 是 图 中 
没有 平行 边 的 性 质 ) 。 如 上 所 示 的 图 是 简单 
图 ， 因 此 ， 它 的 邻接 矩阵 满足 这 样 的 性 质 。 





图 论 


169 





在 顶点 3 和 顶点 4 之 间 再 加 上 第 二 条 边 就 导 
致 - 个 非 简单 图 ， 因 此 ， 它 的 邻接 矩阵 不 再 











满足 第 二 个 性 质 。 
练习 12.19 给 出 下 列 各 图 的 邻接 
矩阵。 
1. 
è 
T3 
2. 
3 
1 2 
4 
O 
练习 12.20 画 出 下 列 邻接 矩阵 所 表示 
的 图 。 
0 1 0 
L|] 1 1 
0 1 0 
0 10 1 
" 10 10 
0 10 I 
1010 O 
练习 12.21 TU AD Ap B rh oe He 
简单 图 ? 
0000 
0000 
l- 0000 
0000 
1100 
4,1 910 
0100 
0000 








(0 2 0 0 
32 0 1 0 

“70 1 0 0 

0 0 0 0 o 





由 于 我 们 所 讨论 的 是 无 向 图 (将 在 12.9 
TPA RAD). Ak. BHR. j) 
位 置 上 的 项 总 与 这 一 矩阵 的 (j， 门 位 置 上 的 
项 相等 。 这 是 因为 ， 这 两 个 项 都 表示 顶点 v 
和 wj 之 间 的 边 的 数目 。 显 然 ， 这 是 一 种 对 
称 性 ， 对 于 无 向 图 ， 如 果 顶 点 v HBF v 
那么 v, 也 相 邻 于 v,。 正 因 如 此 ， 当 我 们 处 
理 无 向 图 时 ， 只 需要 考虑 邻接 矩阵 的 左下 半 
部 : 这 和 整个 矩阵 所 提供 的 信息 是 同样 的 。 

例如 ， 考 虑 下 面 的 矩阵 。 

0 0 1 1 


0 
1 
0 

以 表示 成 如 下 的 形式 。 





x 
=. 
Taisa 8 Toa 





第 二 种 方法 的 主要 优点 体现 在 计算 机 实 
BE. 当 存 储 一 个 图 的 信息 时 ， 后 者 只 用 了 
前 者 一 半 略 多 一 点 的 空间 ， 当 处 理 巨 型 的 图 
时 ， 这 样 做 可 以 节省 大 量 的 空间 。 


练习 12.22 使 用 邻接 矩阵 表示 练习 
12. 19 中 的 图 ， 其 中 邻接 矩阵 只 使 用 它 的 左 
下 半 部 来 表示 。 门 








练习 12. 23 假设 Vy l. Us 2, U3 
3, v,—4, BH FUSE Ee RAE, 
0 











1 
l 
0 
0 
0 
0 
1 
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练习 12.24 ”如果 一 个 图 有 7 个 顶点 。 
那么 ， 使 用 左下 半 部 所 表示 的 邻接 矩阵 中 包 
含 多 少 个 项 ? i] 


12.4 图 的 同 构 


问 想 一 下 第 5 章 中 讲述 的 布尔 代数 的 同 
构 的 概念 。 在 那 一 章 中 已 经 表明 ， 如 果 两 个 
布尔 代数 A AB 具有 相同 的 结构 ， 那 么 可 
以 认为 它们 是 同 构 的 。 证 明 两 个 布尔 代数 同 
构 包 括 给 出 我 们 后 来 学 到 的 全 双 射 函数 ， 
f: AB, MIRAA REO A 中 的 元 素 映 
射 到 B 中 ， 且 "保持 ”4 的 运算 (一 个 函数 是 
双 射 意味 着 它 既 是 单 射 又 是 满 射 ) 。 例 如 ， 可 
以 证 明 ， 集合 论 的 布尔 代数 与 命题 逻辑 的 布 
尔 代数 是 同 构 的 。 按 照 同样 的 方法 ， 也 可 以 
推断 出 两 个 图 是 否 同 构 。 另 外 ， 两 个 网 的 同 
构 的 定义 与 两 个 布尔 代数 的 同 构 的 定义 类 似 。 

KERDE G =V. E), G =, 
E;). Xt. AUG, MG, 同 构 ， 需 
要 证 明 存 在 全 双 射 f. Vi 一 Vi ， 使 得 对 于 
[ERIT u, vC Vi. u 和 w 4G, 中 相 邻 
当 且 仅 当 fo mM Fo 在 G 中 相 邻 。 用 非 
形式 的 语言 来 描述 的 话 ， 对 于 两 个 图 G 和 
G, MRIH G 的 所 有 顶点 的 名 字 改 成 
G: 的 项 点 的 名 字 ， 而 且 可 以 使 用 改变 后 的 
名 字 重 新 安排 C 的 形状 使 其 与 G 的 形状 
吻合 ， 那 么 这 两 个 图 就 是 同 构 的 。 

例 12.9 下 面 的 两 个 图 是 同 构 的 。 


a b 


— 1 


对 于 这 两 个 图 ， 可 以 给 出 如 下 所 示 的 全 
双 射 f. 

filmc 266, 3H a} 

另外 ,在 第 一 个 图 中 ，1 和 2 是 相 邻 
的 ， 及 2 和 3 是 相 邻 的 ， 而 在 第 二 个 图 中 ， 
c Alb 是 相 邻 的 ， 且 5 和 a 是 相 邻 的 。 口 ] 


例 12.10 下 面 的 两 个 图 是 同 构 的 。 


对 于 这 两 个 图 ， 可 以 给 出 如 下 所 示 的 全 
XM f. 
f=Hilpae 24 3Ha, 4be, 
51d} 
在 第 一 个 图 中 ， 下 面 的 顶点 对 是 相 令 的，1 和 
2, 1 和 5, 2 和 3，3 和 4。 在 第 二 个 图 中 ， 可 
以 看 出 f(1) 和 7(2) 是 相 邻 的 ，f(1D 和 f(5) 是 
相 邻 的 ，f(2) 和 f(3) 是 相 邻 的 ，f/(3) 和 £(4) 
是 相 令 的。 另外 ， 在 第 二 个 图 中 没有 其 他 顶点 
是 相 邻 的 。 因 此 ， 这 两 个 图 是 同 构 的 。 口 
练习 12.25 考虑 两 个 图 G MG, G 
Am SUR, CG An DUX. HHA men, 
ABA G, AI G, 有 可 能 同 构 吗 ? Cj 
练习 12.26 EB EG AG. G 
Hom Kil, G n KR. 并 且 mAn., MPA 
G, Al G: 有 可 能 同 构 吗 ? C] 
练习 12.27 ”考虑 如 下 的 顶点 集合 Vi 
和 V.. 
Vi={a, b, c, d) 
V, (1. 2, 3, 4) 
”对 于 下 列 各 元 包 E. 分 别 定 义 元 包 
E,, BEIC, E KO, EO, 
1.E=[(a, a), (a. b), Cc, aD] 
2. E.—|(a, d), (c, d), (b, c), (b, 
d)] CJ 
练习 12.28 下列 各 图 中 哪些 是 同 
构 的 ? 
Vi—(1, 2, 3, 4}; E =[(1, 3), 
(1, D, (2, 4), (2, 2)] 
Vi—ia. b, c. d); E,=[Ca, a). (c, 
b), (d, b), (c, d] 
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图 论 
= (1. 2, 3, 4}; E, =[(4, 2), 另外，(la) 也 是 一 条 路 径 ， 它 的 长 度 为 0。 
(4. 3), (1, 3), CI. DI 
Vi={a, b, c, ds e}; E,=[(a, b), 简单 路 径 (simple path) 是 在 其 中 任何 一 
(c, d), (a, D) 个 顶点 最 多 出 现 1 次 的 路 径 。 
V;={1, 2, 3, 4, 5}; E;=[(1, 2), $12.12 参看 例 12. 11 PA, la, 
G. 4), G. 35] [] b, d EWER, Mla, b. d. c. DRE 
简单 路 径 。 [] 
12.5 路 径 练习 12.29 列举 出 下 图 中 所 有 长 度 为 


考虑 下 图 。 这 里 ，1 和 2 相连 ，2 和 3 
相连 。 如 果 把 这 个 图 的 边 想 象 成 商业 航班 的 
路 线 ， 那 么 可 以 从 1 工 通过 2 飞 到 3， 虽 然 不 
能 直接 从 1 飞 到 3。 这 就 是 路 径 (path) 的 
例子 。 


3 


可 以 形式 地 定义 路 径 如 下 。 一 条 长 度 为 
n 的 路 径 ” 是 一 个 顶点 的 序列 (mw，m ，.， 
v,)， 使 得 对 于 每 个 满足 Oscisn—11f9 v, 都 
5j v, FAS. 
例 12.11 考虑 下 面 的 图 。 


a 


[^ 


这 个 图 包含 若干 路 径 。 例 如 ，(a，5b， 
d) 和 a，5，c) 都 是 长 度 为 2 的 路 径 。 注 意 ， 
对 于 路 径 中 访问 给 定 顶 点 的 次 数 并 没有 限 
fl. Fla, b, d, c, 6b) 也 是 一 条 路 径 。 





2 的 路 径 。 


b d 
° 口 
练习 12.30 列举 出 上 图 中 所 有 长 度 为 
2 的 简单 路 径 。 口 


练习 12.31 BE Sa, b, cd 
的 图 ， 且 这 个 图 由 下 列 简单 路 径 组 成 。 

(a. bs c), (as b. do, (c. b. ad, 
GS bs d), (d, b, a), (d. b, ©) 口 

回路 (circuit) 定 义 为 使 得 u v, 的 路 径 
(Uos Uis.. s Unro 


$112.13. 考虑 下 面 的 图 。 


c 

这 个 图 包含 下 列 长 度 为 3 的 回路 。 
(b, c, dy D. (b, d, cy b), (ce, b, 

d, c), (c. ds b, ©, «d, b, c, d), (d, 
cs b, d) LJ 
练习 12.32 考虑 练习 12.29 中 的 网 ， 
列举 出 所 有 不 含 重复 边 的 回路 。 g 











Q 吕 是 ， 此 处 的 路 从 概念 与 其 他 教科 书 多 少 有 些 不 同 。 应 该 注意 的 是 ， 这 并 不 意味 着 这 一 定义 或 其 他 定义 是 不 让 
确 的 ;只 是 图 论 中 的 某 些 术语 没有 标准 定义 。 这 一 问题 同样 发 生 在 后 面 的 环 和 回路 的 定义 上。 
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现在 回顾 一 下 -个 岁 是 连通 图 的 含义 ， 
并 给 出 连通 图 的 形式 定义 。 为 此 ， 可 以 做 出 
如 下 定义 ; -一 个 图 CG=(Y， 匹 ) 是 连通 的 ， 
当 用 仅 当 对 所 有 的 顶点 对 wx，vEVY，G 中 都 
存在 -… 条 从 4 Sv 的 路 径 。 

练习 12.33 下 列 各 图 中 哪些 是 连 





通 的 ? 
1l.V—11. 2. 3}; E-—[(1. 2), (1, 
35] 
2.V— (1. 2. 3, 414; E={(1, 2), 
(2. 3). (3. 4), (4. D] 
3.V—11. 2. 3, 4, 5y; E-[(1, 3), 
(2. 4). (2, 5), (3, 499 C] 
练习 12.34. 对 于 下 面 给 出 的 各 项 点 集 


合 ， 涪 明 以 这 些 集合 为 顶点 集合 且 不 连通 的 
简单 向 的 边 的 最 大 数目 。 

1V={1. 2, 33 

2.V=({1. 2, 3, 4} 

3.V—11. 2, 3, 4, 5} 

4.V— 11. 2, 3, 4, 5, 6} O 

现在 ， 考 虑 两 类 特殊 的 路 径 ， 欧 拉 路 径 
(Eulerian path)” 和 哈密 尔 顿 路 径 (Hamiltonian 
path)“。 我 们 先 讨论 前 一 类 路 径 。 

连通 图 G=(V,， EE) 中 的 欧 拉 路 径 是 图 
中 的 每 -条 边 eEE 刚好 通过 一 次 的 路 径 。 
相应 地 ， 欧 拉 回 路 (Eulerian circuit) 是 同时 
是 回路 的 欧 拉 路 径 。 

例 12.14 考虑 下 面 的 图 。 








如 下 所 示 ， 这 个 图 中 有 4 条 欧 拉 路 径 。 
(2. 5, 4, 3, 2, 1, 5), (2, 5, 1, 





2, 3, 4, 5), (5. 1, 2, 3. 4, 5, 2), 
(5. 4. 3, 1. 5, 2) 

例 12. 14 中 的 图 有 4 条 欧 拉 路 径 ， 但 是 
没有 欧 拉 回路 。 包 含 欧 拉 路 径 但 不 包含 欧 拉 
回路 的 连通 图 BR USE HR BOA Csemi- 
Eulerian)。 含 有 欧 拉 回 路 的 连通 图 叫做 欧 
拉 图 。 

5j12.15 下 面 的 图 是 欧 拉 图 ， 因 为 它 
是 连通 图 ， 且 包含 欧 拉 回路 。 





























练习 12.35 列举 出 下 面 图 中 的 所 有 欧 
拉 路 径 。 

V=(1, 2, 3, 4} 

E-—[X, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 
3). (3, 4] 

练习 12.36 对 于 下 列 各 图 ， 说 明 它 们 














”是 欧 拉 图 、 半 欧 拉 图 还 是 两 者 都 不 是 。 


L. 


Do 


《) EX Leonhard EulercC 707-1783» AA. 关于 欧 拉 的 工作 参看 [Dun99]。 


(3 U Sir William Hamilton (1805--18650 AA. 








图 论 
3. 
1 12. 6 循环 
2 
, 上 节 讨论 了 路 径 的 概念 ， 本 节 讨 论 称 为 
循环 (cycle) 的 一 种 特殊 路 径 。 循 环 具 有 下 
列 性 质 。 
4 


uA 


4 














连通 图 G 一 (V，E) 中 的 哈密 尔 顿 路 径 
(Hamiltonian path) 是 图 中 的 每 个 顶点 vec V 
都 恰好 被 访问 一 次 的 路 径 ( 不 包括 哈密 尔 顿 
回路 (Hamiltonian circuit)， 在 哈密 尔 顿 回 
路 中 vw =v). 

Gl 12. 16 再 一 次 考察 下 面 的 图 。 





这 个 图 包含 若干 条 哈密 尔 顿 路 径 。 例 如 ， 路 
径 (1，2，3，4，5)、(1，2，5，4，3》 和 
(1，5，2，3，4)? 都 满足 哈密 尔 顿 路 径 的 性 
质 。 另 外 ， 该 图 还 包含 若干 条 哈密 尔 顿 回 
路 ， 例 如 (1，2，3，4，5，1) 就 是 一 条 哈密 
尔 顿 回路 。 包 含 哈 密 尔 顿 路 径 的 连通 图 称 为 
哈密 尔 顿 图 。 [] 

练习 12.37 列举 出 练习 12. 35 的 图 中 
所 包含 的 所 有 哈密 尔 顿 路 径 。 [] 

练习 12.38 再 次 考虑 练习 12.36 中 的 
各 图 、 对 于 每 一 个 图 ， 说 明 它 是 否 是 哈密 尔 
ig Pe] 

















]. 它 至 少 有 一 条 边 。 

2. 它 没有 重复 的 边 。 

3. 它 只 有 两 个 重复 的 顶点 : 第 一 个 和 
最 后 一 个 。 

我 们 认为 循环 是 只 - 
回路 。 

例 12.17 考虑 下 面 的 图 。 


2 


一 个 重复 顶点 的 


3 

在 这 个 图 中 ， 有 若干 循环 ， 包 括 42，1，5， 
2) (2, 3, 4, 2). 

ER. HEP, (2, 3. 4, 2. 1, 5, 
2) 不 是 循环 ， 因 为 顶点 2 被 访问 了 三 次 。 然 
而 ， 它 是 一 条 回路 。 同 时 也 要 注意 ， 我们 认 
HIEI, 5, 2. DEO, 1, 5, DEH. 
更 一 般 地 ， 当 用 序列 和 边 表示 回路 时 ， 若 两 
条 回路 Mle. 满足 ran c ran cs ， 我 们 认 
为 c 和 cs 等 价 。 

练习 12.39 在 图 中 ， 是 否 可 能 有 包含 
两 条 边 的 循环 ? 

练习 12. 40 
一 条 边 的 循环 ? [] 

练习 12.41 回想 一 下 简单 图 是 既 没 有 
环 (loop) 也 没有 平行 边 的 图 。 带 有 一 -个 循环 
的 简单 图 的 边 的 最 小 数目 是 多 少 ? C] 

练习 12.42 列举 出 下 列 各 图 所 包含 的 
所 有 循环 。 




















在 图 中 ， 是 否 可 能 有 包含 
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12.7 & 


树 (tree) 是 一 种 特殊 的 图 ， 它 在 计算 学 
科 中 的 很 多 场合 出 现 。 例如， 在 第 13 章 ， 
我 们 将 介绍 树 图 (tree diagram) 的 概念 ， 
种 结构 可 以 图 示 一 系列 事件 的 不 同 组 合 。 另 
外 ,在 本 章 的 后 面 我 们 将 介绍 二 叉 树 的 概 
念 ， 二 又 树 是 高 级 程序 设计 中 的 一 种 基本 数 


本 质 上 ， 树 是 没有 循环 的 连通 图 。 
例 12.18 下 面 4 个 图 都 是 树 . 因为 它 
们 满 是 树 的 性 质 。 


2. 
L1 
如 果 一 个 图 不 含 循 环 但 不 是 连通 的 ， 那 
么 称 之 为 森林 (forest)。 下 面 就 是 一 个 森林 。 


2 
"p 


本 质 上 ， 森 林 是 由 若干 棵 树 组 成 的 图 。 

树 具有 下 面 的 性 质 。 

对 于 任意 的 树 TT 如 果 荆 有 个 顶点 ， 
那么 下 有 7 一 1 条 边 。 

通过 考察 上 面 所 给 出 的 树 的 例子 ， 可 以 
很 容易 地 验证 这 一 性 质 。 

练习 12. 43 SRAG=(V, ED, ， 使 得 
GEB. MHAV=4, PAXE BBD? 

口 





练习 12.44 下 列 各 图 哪些 是 树 ? 
1.V— 11. 2, 3, 43; E-—][ft1. 2), 
(2, 3), (2, H] 





图 论 





2.V={1, 2, 3, 4), E=[C1, 2), 
(2. 3). (2, 4), (3, 4D] 
3.V— 11. 2. 3. 434, E=Pcl. 2), 














GO. 3). (3, 4)] 

4.V- (11. 2, 3, 4); E=[(1, 2), 
(1, 32. (2, 4). (3. 0] 

练习 12.45 WEBA: 对 于 任意 给 定 的 树 


了 了， 从 工 中 移 除 一 条 边 但 不 移动 任何 项 点 ， 
这 将 产生 一 个 不 连通 的 图 。 

练习 12.46 TEAR. 对 于 任意 给 定 的 树 
T. 给 了 增加 一 条 新 边 但 不 增加 任何 新 项 
点 ， 这 将 产生 一 个 含有 循环 的 图 。 口 

练习 12.47 考虑 图 G=(V，E)， 使 得 
G 是 树 。 任 意 给 定 两 个 顶点 vv €V. v 
fü v. 之 间 有 多 少 条 路 径 ? O 

















12.8 HMA 


在 本 章 的 开始 ， 通 过 说 明 图 论 是 计算 机 
科学 许多 领域 的 核心 .阐明 了 学 习 图 论 的 动 
机 。 计 算 机 的 网 络 化 就 是 一 个 这 样 的 例子 。 
如 果 要 把 多 台 计 算 机 连接 起 来 ， 那 么 我 们 希 
望 直接 或 间接 地 把 每 一 台 计 算 机 与 其 他 每 一 
台 计 算 机 连接 在 一 起 ; 希望 计算 机 的 连接 方 
式 具 有 连通 图 的 性 质 。 

在 许多 实际 情况 中 ， 例 如 计算 机 网 络 ， 
仅仅 表述 机 器 的 连通 方法 还 不 够 ， 在 某 些 情 
况 下 ， 需 要 考虑 采用 不 同 的 网 络 配置 的 成 
本 ， 然 后 按照 成 本 选择 最 适宜 的 配置 (一 般 
是 成 本 最 低 的 ) 。 

为 了 考虑 那些 诸如 成 本 、 距 离 等 因素 起 
重要 作用 的 问题 ， 需 要 考虑 带 权 图 (weighted 
graph)。 带 权 图 为 每 -- 条 边 上 都 有 一 个 相关 
的 权 (weight) 的 简单 图 。 

例 12. 19 假设 有 分 布 在 不 同 建筑 物 中 
的 五 台 计 算 机 COM 1. COM. 2, COM 3, 
COM 4、COM_5。 连 接 每 个 机 器 对 的 成 本 
如 下 图 所 示 。 


COM 2 


COM | 
100 





COM 5 


例 12. 20 一 家 旅游 公司 提供 五 个 城 计 

间 的 航班 ， 这 几 个 城市 分 别 是 曼谷 、 悉 尼 、 

伦敦 、 洛 杉 矶 和 纽约 。 每 个 城市 对 间 的 飞行 
成 本 如 下 图 所 示 。 
£u 


. 1 
iL os 50 伦敦 


200 M 
900 20 
Bled 


在 例 12. 19 中 ， 说 明了 计算 机 连接 的 可 
能 方式 及 每 种 连接 方式 的 成 本 。 当 然 ， 实 际 
中 不 会 同时 安装 所 有 的 连接 ， 只 需要 安装 必 
要 的 连接 ， 保 障 所 有 的 机 器 都 相连 就 可 以 
了 。 例 如 ， 下 图 所 表示 的 安装 方案 就 足够 了 
(同时 也 是 成 本 最 低 的 安装 方案 )。 











COM | COM 2 
~ 100 一 
370 
120 
COM 3 COM 4 
200 
COM 5 


上 面 的 图 满足 树 的 性 质 : 它 是 连通 图 且 
没有 循环 。 另 外 ， 它 与 原始 图 具有 相同 的 顶 
点 ， 其 边 的 集合 是 原始 图 的 边 的 集合 的 子 
集 。 称 这 样 的 树 为 生成 树 (spanning tree) 。 

对 于 计算 机 网 络 这 个 图 的 另外 一 棵 生成 


树 如 下 所 示 。 


COM | COM 2 





COM 5 
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这 个 图 也 满足 生成 树 的 性 质 。 然 而 ,与 
第 - - 棵 生成 树 相 比较 ， 它 不 具有 优越 性 : 第 
一 棵 生成 树 的 成 本 为 790， 而 第 二 棵 生成 树 
的 成 本 为 2120。 因 此 ， 从 成 本 的 角度 看 ， 
第 一 棵 生成 树 比 第 二 棵 更 好 ， 因 为 它 更 便 
fH. MAI RIAA, RA BRE 
成 树 史 便宜 的 生成 树 ， 这 样 的 生成 树 称 为 最 
小 生成 树 (minimal spanning tree)。 

例 12.21 例 12.20 中 的 图 的 最 小 生成 
树 如 下 所 示 。 

Hi 





it FAL 














下 面 介 绍 求 最 小 生成 树 的 一 种 方法 。 从 
任意 一 个 顶点 出 发 ， 选 择 与 这 个 顶点 相连 接 
的 边 中 权 最 小 的 边 。 标 记 这 条 边 及 通过 这 条 
边 连接 在 一 起 的 两 个 项 点 。 下 一 步 ， 在 连接 
已 被 标记 的 顶点 和 没有 被 标记 的 顶点 的 边 
中 ， 选 择 一 条 权 最 小 的 边 ， 标 记 这 条 边 以 及 
通过 这 条 边 连接 起 来 的 两 个 顶点 。 重 复 这 一 
过 程 ， 直 到 所 有 的 顶点 都 被 标记 ， 这 时 ， 所 
有 被 标记 的 边 形成 一 棵 生成 树 。 这 个 过 程 就 
是 普 里 姆 算法 (Prim’”s algorithm), 

例 12.22 可 以 对 例 12. 19 中 的 带 权 图 
运用 普 里 姆 算法 ， 其 过 程 如 下 所 示 。 

首先 ， 不 标记 任何 边 。 从 COM 1 F 
始 , 找到 最 便宜 的 边 是 连接 COM 1 和 
COM 2 的 边 。 因 此 ， 树 变 成 如 下 形式 。 


COM 1 COM 2 
o 100 ie 
e. e 
COM 3 COM 4 
e 
COM 5 


连接 COM 1 M COM 2 之 一 与 COM 3, 
COM 4 FIL COM 5 之 一 的 最 便宜 的 边 是 连接 


COM 2 和 COM 3 的 边 。 因 此 ， 把 这 条 边 加 
人 到 树 中 。 


COM 1 COM 2 


100 


120 


COM 3 


e 
COM 5 


连接 COM 1, COM 2 和 COM 3 之 一 与 
COM 4 和 COM 5 之 一 的 最 便宜 的 边 是 连 
接 COM 2 和 COM 4 的 边 。 因 此 ， 把 这 条 
边 加 入 到 树 中 。 


COM 1 COM 2 


100 


370 
120 


COM 3 COM 4 


e 
COM 5 


E. XH COM 1, COM 2, COM 3 和 
COM 4 之 一 与 COM 5 的 最 便宜 的 边 是 连接 
COM 4 和 COM 5 的 边 。 因 此 ， 把 这 条 边 加 
和 到 树 中 。 


COM. COM 2 


100 


370 
120 


COM 3 200 COM 4 


COM S 


这 就 是 我 们 要 求 的 最 小 生成 树 。 L 

练习 12.48 使 用 普 里 姆 算法 求 例 
12. 20 中 的 图 的 最 小 生成 树 。 C] 

男 一 个 计算 最 小 生成 树 的 算法 是 克 和 鲁 斯 
卡尔 算法 (Kruskal's algorithm)。 这 个 算法 
的 步骤 如 下 所 示 。 首 先 ， 选 择 一 条 成 本 最 低 
的 边 ， 标 记 这 条 边 。 然 后 ， 选 择 下 一 条 成 本 
最 低 的 边 ， 标 记 这 条 边 。 其 次 ， 选 择 下 一 条 
成 本 最 低 的 边 ， 如 果 由 这 条 边 以 及 前 面 已 经 

















图 论 





标记 的 边 组 成 的 图 含有 循环 ， 那 么 就 忽略 这 
条 边 ; 否则 标记 这 条 边 。 持 续 这 一 过 程 ， 直 
到 被 标记 的 边 形 成 一 棵 生成 树 。 

例 12.23 可 以 对 例 12. 19 中 的 图 运用 
克 鲁 斯 卡尔 算法 ， 其 过 程 如 下 所 示 。 

首先 ， 最 便宜 的 边 是 连接 COM _1 和 
COM 2 的 边 。 因 此 ， 树 变 成 如 下 形式 。 


COM | COM 2 
e 0 e` 
e e 
COM 3 COM 4 
e 
COM 5 


下 一 条 最 便宜 的 边 是 连接 COM 2 和 COM 3 的 
边 。 而 且 ， 这 条 边 不 生成 循环 。 因 此 ， 把 这 
条 边 加 入 到 树 中 。 


COM 1 


OM 
- 100 COM? 


120 


COM 3 
e 
COM 5 


下 一 条 最 便宜 的 边 是 连接 COM 4 和 COM 5 的 
边 。 而且， 这 条 边 不 生成 循环 。 因 此 ， 把 这 
条 边 加 和 到 树 中 。 


COM | 


1 ay COMO 


120 


COM 3 200 COM 4 


COM 5 


下 一 条 最 便宜 的 边 是 连接 COM 2 fü COM 4 的 
边 。 而 用 ， 这 条 边 不 生成 循环 。 因 此 ， 把 这 
条 边 加 入 到 树 中 。 








COM | 100 COM2 
370 
120 
COM 3 200 COM 4 
COM 5 
这 就 是 我 们 要 求 的 最 小 生成 树 。 口 
练习 12.49 运用 克 鲁 斯 卡尔 算法 求 例 
12. 20 中 的 图 的 最 小 生成 树 。 











12.9 有 向 图 


在 很 多 实际 应 用 中 ， 使 用 无 向 图 ( 即 到 
目前 为 止 我 们 所 研究 的 图 ) 可 以 颇 为 完美 地 
解决 很 多 问题 。 然 而 ， 在 某 些 应 用 中 ,顶点 
间 的 连接 关系 只 是 单方 向 的 。 例 如 、 在 三 个 
城市 A、B 和 C 间 的 飞行 航线 网 络 中 ， 飞 机 
可 以 从 A ABE KSI B， 从 B 直接 飞 到 C， 从 
C 直接 飞 到 A， 而 不 能 往 相反 的 方向 飞行 。 
用 无 向 图 定义 这 一 网 络 的 表示 无 法 完全 提供 
我 们 所 需要 的 信息 ， 它 只 能 表示 AM BRIE 
通 的 ，B 和 C 是 连通 的 , CHA 是 连通 的 。 
相反 ， 有 向 图 (directed graph) 则 能 帮助 我 们 
表示 这 样 的 网 络 ? 。 有 兴趣 的 读者 可 以 参见 
[Jen00] 以 获得 更 多 有 向 图 应 用 的 介绍 。 

形式 地 ， 可 以 用 与 表示 无 向 图 同样 的 方 
法 表示 有 向 图 的 成 分 ， 用 一 个 顶点 的 集合 和 
一 个 边 的 元 包 ， 与 无 向 图 不 同 的 是 ， 在 有 向 
图 中 所 有 的 边 都 是 有 向 的 ， 在 有 向 图 的 图 示 
中 用 箭头 来 表明 边 的 方向 。 

例 12.24 例如 ， 下 图 表示 上 述 的 飞行 
航线 网 络 。 


O 在 某 些 教科 书 中 ， 有 向 图 (directed graph) 写 作 digraph, 
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在 这 里 ， 用 从 A 指向 B. 的 箭头 来 表示 从 人 
到 B 有 一 条 有 向 边 。 类 似 地 ， 从 B 到 C 和 


图 是 不 适用 的 。 
另外 ， 当 考虑 用 集合 和 元 包 的 有 向 图 表 











MC 到 A 各 有 一 条 边 。 

当然 ， 有 向 图 并 非 意 味 着 两 个 顶点 之 间 不 
能 有 相反 方向 的 边 。 例 如 ,假设 航空 公司 除了 
有 从 CC 到 A 的 航线 外 ， 又 增设 了 从 A 飞 到 C 
的 航线 ， 那 么 可 以 用 下 图 表示 整个 航线 。 


B 





男 外 ， 如 下 图 所 示 ， 有 向 图 可 以 拥有 环 


(loop), 


当然 ， 可 以 用 关系 和 和 矩阵 来 表示 有 向 
图 。 例 如 ， 上 图 的 关系 表示 如 下 。 

V={A, B, C) 

E=[(A, ©), (A, B), (B, B), (B, 
C), (C, AD] 

另外 ， 上 图 的 矩阵 表示 如 下 所 示 ( 假 设 


A 是 顶点 vi，B 是 顶点 v,,，C 是 顶点 v). 
0 0 | 
1 1 0 
| 1 0 








与 无 向 图 的 矩阵 表示 不 同 ， 表 示 有 向 图 
的 矩阵 不 是 对 称 的 。 因 此 ， 对 于 无 向 图 的 矩 
阵 表示 适用 的 “左下 "矩阵 表示 对 于 表示 有 向 





WAT, E 中 元 素 的 成 分 的 顺序 是 重要 的 : 在 
无 向 图 中 ,a 和 6 相连 接 可 以 写作 (ece，0)E 
玉 或 者 (bp，a) EEk， 这 没有 区 别 。 而 在 有 向 
AP, (a, DEE 表示 存在 从 a 到 5 的 一 条 
有 向 边 ， 而 (5，a) EE 表示 存在 从 5b 到 4a 的 
一 条 有 向 边 ， 这 是 完全 不 同 的 两 条 边 。 
练习 12.50 画 出 下 列 有 向 图 。 
l.V={a, b, c, d, e}; E-[(a, b), 
(b, d), (d, e), (a, ed] 
2.V={a, b. c, d. 
(6, b), Ce, D] 
3.V={a, b. c, d, e}; E=[Ca, b), 
(b, c), (c, d), (d, e), Ce, ad] 口 
练习 12.51 构造 练习 12. 50 中 的 各 有 
向 图 的 矩阵 表示 。 假 设 w =a, w—b. y= 


€» U=d, v =e, g 


e); E=[b, o. 


12.10 —Y B4 


二 叉 树 (binary tree) 是 计算 机 科学 和 离 
散 数学 中 最 基础 的 结构 。 本 质 上 ， 二 叉 树 是 
满足 一 定性 质 的 树 ?。 

二 义 树 有 一 个 被 称 为 根 节 点 (root 
node) 的 特殊 元 素 ， 并 且 根 节点 一 般 画 在 树 
的 顶端 (这 与 树 的 直观 形式 相反 )。 另 外 ， 二 
又 树 的 每 一 个 节点 (在 叙述 有 关 二 叉 树 的 问 
题 时 ， 常 称 其 顶点 为 节点 (node))， 包括 根 


节点， 最 多 有 两 个 后 继 节点 (descendant) 或 


子 节点 (child) 。 
考虑 如 下 给 出 的 二 叉 树 。 


l 


> 


O 注意 .在 某 些 教科 书 中 ， 二 叉 树 被 称 为 带 根 树 (rooted tree), 





图 论 


179 





这 里 ， 根 节点 是 节点 1。 另 外 ， 根 节点 有 两 
个 子 节点 : 节点 2 和 节点 3。 节 点 2 称 为 节 
HLA ARF Cleft child), ， 而 节点 3 称 为 节 
点 1 的 右 孩 子 (right child)。 相 反 ， 节 点 ] 
称 为 节点 2 和 节点 3 的 双亲 节点 (parent) 。 
以 此 类 推 ， 节 点 3 有 一 个 孩子 : 节点 4。 节 
点 2 和 节点 4 没有 孩子 ， 没 有 孩子 的 节点 称 
为 叶 节 点 (leaf node), 

注意 二 叉 树 的 画 法 : 根 节点 画 在 最 上 
层 ， 它 的 护 子 放 存 下 一 层 。 根 节点 的 后 继 节 
点 的 子 节 点 按 此 规律 一 层 一 层 地 向 下 排列 。 
值得 注意 的 是 ， 根 节点 的 左边 分 支 的 所 有 节 
点 也 形成 一 棵 树 ， 同 样 根 节点 的 右边 分 支 的 
所 有 节点 也 形成 一 棵 树 。 称 根 节点 左边 分 支 
土 的 所 有 节点 组 成 的 树 为 根 节点 的 左 子 树 
(left subtree), WMH. MRP AAW 
上 的 所 有 节点 组 成 的 树 为 根 节点 的 右 子 树 
(right subtree), GRE. 节点 3 有 一 个 右 子 
树 ， 没 有 左 子 树 。 节 点 2 和 节点 4 是 叶 节 
点 ， 它 们 没有 子 树 。 

回忆 第 8 3€ fp 8 BS f FF ( partial 
ordering)， 显 然 ， 二 又 树 给 出 了 偏 序 的 一 
种 图 形 化 表示 自 反 性 、 反 对 称 性 和 传递 性 
都 成 立 。 

首先 ， 作 为 一 个 示例 ， 设 zx 委 y 表示 节 
点 这 是 节点 y 的 后 继 节 点 或 者 就 是 节点 y 
本 身 。 显 然 ， 自 反 性 成 立 ， 对 于 树 中 任意 的 
节点 工 都 有 >z 委 > 成立。 其 次 ， 传 递 性 成 
立 ， 内 为 若 节 点 了 是 节点 y 的 后 继 ， 节 点 y 
是 节点 < 的 后 继 ， 则 节点 x 是 节点 zx 的 后 
继 。 最 后 ， 反 对 称 性 成 立 ， 因 为 若 对 任意 的 
节点 xx 和 y，xz 委 y 和 ys 答 z 同时 成 立 ， 则 一 
A a= y 成立。 

练习 12.52 ith Fil — X Bj. 

V={a, b, c, d, e, f) 

E=[ (d, e), (d, fd, (b, a), (a, 

d), (by ©} [J 

二 义 树 的 高 度 (height) 是 指 从 根 节点 到 

最 低层 的 某 个 时 节点 的 路 径 的 长 度 。 特 别 





空 二 又 树 的 高 度 为 0。 
例 12. 25 ”再 次 考虑 下 面 的 二 又 树 。 


1 


地 ， 

















j 3 
4 

这 棵 树 的 高 度 为 2。 C1 

练习 12.53 练习 12.52 中 的 二 叉 树 的 
高 度 是 多 少 ? C] 

练习 12.54 带 有 ?7 个 节点 的 二 叉 树 的 
最 大 高 度 是 多 少 ? 

练习 12.55 带 有 7 个 节点 的 二 叉 树 的 
最 小 高 度 是 多 少 ? M 


可 以 使 用 三 种 方法 对 二 叉 树 进行 遍历 
(traverse) ， 也 就 是 说 ， 从 根 节点 出 发 访问 
每 一 个 节点 : 前 序 (prc-order) 方 法 ， 中 序 
(in-order) 方 法 ， 后 序 (post-order) 方 法 。 通 
过 遍历 二 叉 树 可 以 列举 出 树 中 出 现 的 所 有 
节点 ， 不 同 的 遍历 方法 给 出 的 节点 顺序 是 
不 同 的 。 下 面 依次 讨论 这 三 种 遍历 方法 。 

使 用 前 序 方法 遍历 一 棵 二 叉 树 时 ， 首 先 
访问 它 的 根 节点 ， 接 着 遍历 其 左 子 树 ， 最 后 
遍历 其 右 子 树 。 这 种 模式 遍 访 整 棵 树 ， 依 次 
列举 出 根 节点 、 左 子 树 中 的 节点 、 右 子 树 中 
的 节点 。 

例 12. 26 再 一 次 考虑 下 面 的 二 叉 树 。 


l 


4 


用 前 序 方法 遍历 这 棵 二 又 树 得 到 的 节点 
顺序 为 1，2，3，4。 口 
用 中 序 方法 遍历 一 棵 二 叉 树 时 ， 首 先 遍 
历 其 左 子 树 ， 接 着 访问 它 的 根 节点 ， 最 后 遍 
历 其 右 子 树 。 这 一 模式 遍 访 整 棵 二 叉 树 . 依 
次 列 出 左 子 树 中 的 节点 、 根 节点 、 右 子 树 中 
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的 节点 。 d), (a, adj 
$412.27 中 序 遍 历 上 面 的 二 义 树 得 出 V,={xr, y. z); E. =fr. y), Cy, 
的 节点 顺序 为 2，1、3，4。 g z), (z, 2] 


最 后 .用 后 序 方法 遍历 一 棵 二 又 树 时 ， 
首先 这 历 其 左 子 树 、 接着 遍历 其 右 子 树 ， 最 
后 访问 它 的 根 节点 。 这 一 模式 遍 访 整 棵 二 叉 
树 ， 依 次 列 出 左 子 树 中 的 节点 、 右 子 树 中 的 
节点 、 根 节点 。 

例 12.28 后 序 遍 历 上 面 的 二 又 树 得 出 
的 节点 顺序 为 2，4，3，1。 

练习 12.56 考虑 下 面 的 二 叉 树 。 

















用 下 列 方法 列 出 这 棵 二 叉 树 的 节点 。 
1. 前 序 方法 。 
2. 中 序 方法 。 
3. 后 序 方法 。 口 


12.11 附加 练习 


练习 12.57 画 出 下 列 各 (无 向 ) 图 。 

l.V—ía, b. c, ds e) E=[(a, b), 
(bs e), Cc. e), Cd, e 

2.V —la. b. c, d, e}; E=[(a, ©), 
(a, e), (bs c), (b, d), (by o] 

练习 12. 58 给 出 练习 12. 57 中 的 图 的 
和 矩阵 表示 ， 假设 u =a, vb, SEA. 

练习 12.59 使 用 左下 和 矩阵 法 给 出 练习 
12. 57? rp f Fe] f] OB Ri D 

练习 12.60 证 明 下 列 各 图 间 互 不 
同 构 。 . 

Vie ta, b, c, d}; Ev=[Ca, b), (c, 


V, = (1, 2, 3, 4}; E, = (C1, 3), 
(2. 3), (3, 4] 
Vi-—ia. b, Cs d}; E, —[ta. b. (c, 


d)] 
练习 12. 61 列举 出 下 面 图 中 所 含有 的 
所 有 欧 拉 路 径 。 
a b 
d c 


练习 12.62 列举 出 练习 12. 61 的 图 中 
所 含有 的 所 有 哈密 尔 顿 路 径 。 

练习 12. 63 练习 12. 61 的 图 中 有 多 少 
个 循环 ? 

练习 12.64 考虑 如 下 给 出 的 二 叉 树 。 





使 用 下 列 各 方法 遍历 这 棵 二 叉 树 。 

1. 前 序 方 法 。 

2. 中 序 方法 。 

3. 后 序 方 法 。 

练习 12.65 练习 12. 64 中 的 树 的 高 度 
是 多 少 ? 


练习 12.66 考虑 如 下 给 出 的 顶点 
集合 。 
Vía, b, c} 


1. 由 不 中 一 个 元 素 构成 的 二 又 树 有 多 
DR? 

2. 由 V 中 两 个 元 素 构成 的 二 叉 树 有 多 
DER? 

9. 由 V 中 三 个 元 素 构 成 的 二 又 树 有 多 
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B 论 
少 棵 ? 的 度 至 少 为 1。 
-12.9 可 以 如 下 证 明 这 一 等 式 成 立 。 
12. 12 练习 解答 2 一 3 十 4 十 2 十 3 十 0 —14 
. Sa n, EA 


12.1. 下 列 顶 点 对 是 相 邻 的 : 1 803. LR 
4，2 和 3，3 和 4。 
12.2 边关 联 于 顶点 2 和 3 ; 边 2 关联 于 
顶点 1 和 3 ; We 关联 于 顶点 3 和 4; 边 d 
关联 于 项 点 1 和 4。 
12.3 1 不 是 简单 图 ， 因 为 它 有 环 ; 2 是 简 
单 网 ， 因 为 它 没 有 环 ， 也 没有 平行 边 ; 3 不 
是 简单 图 ， 因 为 它 有 平行 边 。 
12.4 是 的 ， 因 为 如 果 一 个 图 没有 边 ， 那 么 
它 当 然 也 没有 环 和 平行 边 。 因 此 ， 它 一 定 是 
简单 图 。 
12.5 答案 由 如 下 公式 给 出 。 

(2 一 1) 十 (2 一 2) 十 (2 一 3) 十 .. 41 
它 等 价 于 下 式 。 

nX(n—1) 


12.7 
deg(1)=2 
deg(2) 3 
deg(3)=4 
deg(4)=2 
deg(5)=3 
deg (6) =0 
12.8 只 有 顶点 6 是 孤立 项 点 ;其余 各 顶点 


一 2X7 

12.10 这 一 引 理 成 立 . 因为 有 2 个 顶点 (项 
点 2 和 顶点 5) 的 度 是 奇数 。 
12.11 1 和 3 是 连通 图 。 
12.12 它 最 少 有 nn 一 1 条 边 。 
12.13 图 2 是 完全 图 ; 其 余 两 个 图 则 不 是 。 
12.14 这 个 图 一 定 至 少 有 

(2 一 1) 十 (2 一 2) 十 . .十 1 
条 边 ， 它 等 价 于 

nXOr—10) 

2 

12.15 假设 图 G 是 完全 的 。 根 据 定 义 ， 这 
个 图 的 每 一 个 顶点 都 与 其 余 顶 点 相 邻 ,, 因 
此 ， 可 以 从 每 一 个 顶点 移动 到 田 一 个 顶点 。 
所 以 G 是 连通 的 。 
12.16 是 由 元 包 而 非 集合 定义 的 ， 这 样 ， 
可 以 讨论 平行 边 。 考 虑 下 图 。 


2 1 


3 


这 里 存在 平行 边 ， 如 果 E 是 集合 而 不 是 元 
包 ， 那 么 的 形式 如 下 所 示 。 

E={(1, 2), (2, 2) 
另 一 方面 ， 由 于 用 元 包 来 如 下 定义 EL PF 
以 可 以 看 到 顶点 1 和 顶点 2 之 间 有 2 


条 边 。 


E=[(1, 2), d, 2), (2, D] 
当然 ， 如 果 只 考虑 简单 图 ， BA, HE 
表示 成 集合 也 完全 可 以 。 
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12. 17 "12.20 
l. 1. 
3 
le e? 
| 2 
2. 
30 @4 3 
2. 
© 2 
LO . 
4 
12.21 1 表示 一 个 简单 图 : 它 没 有 边 ( 因 
此 ， 既 没有 环 也 没有 平行 边 ) 。2 不 表示 简 
BELO e: 单 图 ， 因 为 它 ( 在 顶点 u 处 ) 含 有 一 个 环 。 
3. 最 后 ，3 不 表示 简单 图 .因为 它 (在 顶点 v 
^l v. 之 间 ) 含 有 平行 边 。 
QO, 12. 22 
l 2 0 
1. 11 0 
0 0 0 
0 3 
1 0 
e oO 2. 0 10 
0 0 1 0 
12. 18 12. 23 
LV-—11. 2. 3. 4), E=[(1, 2), L. | A 
(1, 3), (2, 4), (3, D] 
2.V— 11. 2, 3, 4}, E=[{(1, 1), 
(1, 2), (2, 2), (2, 4). (4. 4] 
12. 19 
0 1 0 4 3 
1. |1 0 0 2. 
1 2 
0 0 0 
0 100 
10 10 
2. 
0 1 0 1 
0 010 





A^ 
U 
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12.24 有 Gi 十 n)/2 个 项 。 

12.25 不 能 同 构 。 为 使 MG. 同 构 ， 需 
要 存在 全 双 射 d. Vi Ve FRI. WREE 
AV, AV. MHA. 那么 不 可 能 存在 这 
REIN PRM. AREA. Gi 和 Gs 不 可 能 同 构 。 
12.26 ”不能 同 构 。 如 果 G MG BAAN. 
那么 我 们 需要 证 明 : u Mv dE G, 中 是 相 邻 的 
HB BUR SOOM /G0 FE G PEHR. A 
fi, WE E 和 E, 的 势 不 相 同 ， 上 面 的 性 质 
不 可 能 成 立 。 因 此 ，G 和 G: 不 可 能 同 构 。 
12. 27 

LES, D. d., 2). (3, 0] 

2. E.- [d D. (3, 4), (2, 3), (2, OD] 
12.28 (V. E,) 和 (V;，E;) 是 同 构 的 ， 相 
关 的 全 双 射 六 如 下 所 示 。 

fHilpd4d, 82. 43, 261} 

其 余 的 图 都 不 相互 同 构 。 
12.29 路径 如 下 所 示 。 

(a. b, d), (a, b, a». (a. ds ad, 
(a. d. b). Ca, ds c), (b, as b), (b, 
as, d), (b, d, ad, (b, d, b>, <b, d, 
c). Cca d. c9). Ces ds ads (ec. d, b), 
(d. a. DD. (d, as d), (d, b, a), (d, b, 
d). (d. c. d) 

12.30 ”路 径 如 下 所 示 。 

(a. b, dd, (a, d. b), (a. d. c», 
(b, a. d). (b, ds ads (b, ds c». Ce, 
d. a), (€. d, b>, (d, a, D, (d. b, a) 
12. 31 


c 


12.32 回路 如 下 所 示 。 


O FR AWE 详 者 注 


las b. d. ads (as d. b, a), (bs 
a, d, by, (b, d, a, b>. (d, a, b. d». 
(d. b. a, d) 
12.33 它们 都 是 连通 的 。 
12. 34 

1. 1 

2.3 

3.6 

4. 10 
12.35 这 一 图 中 有 如 下 所 示 的 8 条 欧 拉 路 径 。 

(1. 2. 3, 1, 4. 32. (1, 2. 3, 4, 
1, 3), (1. 3, 2, 1. 4, 3), (1. 3, 4, 
1. 2, 3>, (3, 2, 1, 3, 4, 1), (3, 2, 
1. 4. 3, 12, (3. 4. 1, 3, 2, 1), (3, 
4, 1. 2. 3, 1> 
12.36 3 是 半 欧 拉 图 ，4 ERAR. 


12.37 这 一 图 中 有 如 下 给 出 的 12 条 哈密 尔 
顿 路 径 。 


(l, 2, 3, 4), (1, 4, 3, 2), (2, l, 
4, 3), (2, 1, 3. 4), (2, 3, 1. 4), (2. 
3, 4, D. (3, 2. 1, 4), (3, 4, 1, 2), 
(4, 1, 2, 3), (4. 1, 3, 2), (4, 3, 1, 
25. (4. 3, 2, D 
12.38 2、3 和 4 是 哈密 尔 顿 图 ，1 不 是 。 
12.39 是 的 ， 如 果 两 个 顶点 间 的 两 条 边 是 
平行 边 。 

12.40 是 的 ， 如 果 边 是 一 个 环 。 
12.41 3%, 
12. 42 

1. 有 1 个 循环 : (2. 4. 5. 2), 

2. 有 3 个 循环 ， 它 们 分 别 是 (1，2，5， 
1), (1, 2, 3, 4, DA, 5, 2, 3, 4, 1). 

3. 有 3 个 循环 , 它们 分 别 是 (1，4，5， 
D, d, 4, 2, 3, 5. DK. 3, 5, 4, 2), 
12. 43 

#E=3 
12.44 1 和 3 是 树 ，2 和 4 不 是 树 ， 因 为 它 
们 包含 循环 。 
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12.45 Wik THn PHS. AAT ER, 
TEn- 条 边 。 从 械 中 移 走 一 条 边 会 产生 
一 个 及 个 顶点 和 nn 一 2 条 边 的 图 。 新 图 中 
边 的 数 日 不 足以 使 其 成 为 连通 图 。 

12.46 假设 了 有 7 PHA. AAT Ee, 
TÉ n—lxI. Te T "hin -- AR LEER EE 
PH TA n T GRIS 条 边 的 图 。 新 图 
中 边 的 数目 和 顶点 的 数目 相同 ， 所 以 其 中 一 
定 存在 循环 。 

12.47 树 的 任意 两 个 顶点 间 总 是 恰好 有 一 
条 路 径 。 

12. 48 最 初 ， 没 有 边 被 标记 。 从 洛杉矶 开 
始 ， 可 以 发 现 最 便宜 的 边 是 连接 洛杉矶 到 纽 
约 的 边 ， 因 此 ， 树 变 成 如 下 形式 。 


£u 


a 097 伦敦 
e 


ERAYARBUS— SR. REMER 
之 一 的 最 便宜 的 边 是 连接 纽约 和 伦敦 的 边 。 
内 此 ， 把 这 条 边 加 入 到 树 中 ， 得 到 如 下 
的 树 。 

组 约 


MIAN fom 
"IS 
e 


连接 纽约 、 洛 杉 矶 和 伦敦 之 一 与 悉尼 和 曼谷 之 
一 的 最 便宜 的 边 是 连接 伦敦 和 曼谷 的 边 。 因 
此 ， 把 这 条 边 加 入 到 树 中 ， 得 到 如 下 的 树 。 


纠 约 


ieu, 19 SO ts wy 
200g 


悉尼 


最 后 ， 连 接 纽约 、 洛 杉 矶 、 伦 敦 和 曼谷 之 一 
与 悉尼 的 最 便宜 的 边 是 连接 曼谷 和 悉尼 的 


边 。 因 此 ， 把 这 条 边 加 入 到 树 中 ， 得 到 如 下 
的 树 。 


纽约 


洛 杉 仙 地 





这 棵 树 就 是 我 们 要 求 的 最 小 生成 树 。 
12.49 首先 ， 最 便宜 的 边 是 连接 洛杉矶 和 
纽约 的 边 。 因 此 ， 树 变 成 如 下 形式 。 


纽约 


ia o? 伦敦 
e. 


下 一 条 最 便宜 的 边 是 连接 伦敦 与 曼谷 的 边 或 
者 连接 曼谷 与 悉尼 的 边 . 这 两 条 边 中 的 任何 
一 条 加 入 到 树 中 都 不 会 产生 循环 ， 我 们 选择 
前 者 。 因 此 ， 把 这 条 边 加 入 到 树 中 ， 得 到 如 
下 所 示 的 树 。 


纠 约 


ea 9 fet 
200 


Cr 


e 


下 一 条 最 便宜 的 边 是 连接 曼谷 与 悉尼 的 边 ， 
这 条 边 加 入 到 树 中 不 会 产生 循环 。 因 此 ， 把 
这 条 边 加 入 到 树 中 ， 得 到 如 下 所 示 的 树 。 


纽约 


ia i 伦敦 
ha 


最 后 ， 下 一 条 最 便宜 的 边 是 连接 伦敦 和 纽约 
的 边 ， 这 条 边 加 入 到 树 中 不 会 产生 循环 。 因 
此 ， 把 这 条 边 加 入 到 树 中 ， 得 到 如 下 所 示 
的 树 。 
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12. 50 
l. 


a b 
e ec 
d 
Y 
a b 
6 
e® c 
e 
d 
3. 
A b 
e c 
d 


12. 51 





(00000 
10000 
1.I0 0 000 
0 100 0 
uU 0 0 & 9) 
© 0 0 0 0 
i0 1100 
20 1000 
'000020 
(000 0 0 
0 0 0 0 d 
1 0 0 00 
EERS 
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12.52 存在 若干 可 能 的 解 ， 下 面 给 出 其 中 
的 一 个 。 | 





12.53 树 的 高 度 是 3， 

12.54 含有 ?个 节点 的 二 叉 树 的 最 大 高 度 
An-—l, 

12.55 含有 ?7 个 节点 的 二 叉 树 的 最 小 高 度 
为 [ log; (n- D ]- 1, 

12. 56 


l.b, a, d, e. f, c 
2.e, d, f^ ay, b, C 
3.e. f. dy as c, b 
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bo 


12. 58 


12. 59 


NO 


12. 60 








0 
0 
0 
0 
1 
1 
l 
0 
0 
0 


OO o. OF 000 oc 
> a) 
D , 


= o oo c 
© 


0 0 
0 0 0| 
(Vi. EO AUREUS 3 个 顶点 ， 而 





0 
1 1 
] 
l 


其 余 图 都 有 4 个 顶点 ， 因 此 .这 个 图 不 可 能 
与 其 余 图 同 构 。(V,，E,) 表 示 的 图 有 2 条 
边 ， 而 其 余 图 有 3 条 边 ， 因 此 ， 这 个 图 不 可 
能 与 其 余 图 同 构 。 最 后 ， 不 存在 从 V, BV, 
的 全 双 射 FK. WEU., VEE, MHRS 
Cu), FD) EE. 

12.61 有 如 下 所 示 的 4 个 欧 拉 路 径 。 

(cy a. by dy ads (c. a, d, b. a», 
(a. b, d. a. e. (as d, b. as © 
12.62. 有 如 下 所 示 的 4 个 哈密 尔 顿 路 径 。 

(c. as b, d), (c, as d, b), (b. d. 
as CÓ. (ds bs a, c 
12.63. 有 一 个 循环 : (a. b. d. a), 

12. 64 

l.g. c» as b, fs d. 

2.a. c. b. gp. ds fse 

3.a, b, c, fs 
12. 65 n" 

12. 66 

1. ASR: 每 一 个 可 能 的 根 节 点 构成 
一 棵 这 样 的 树 。 

2. 根 节点 有 三 种 可 能 性 : a. o 或 <。 如 
Ra 是 根 节点 ， 那 么 它 或 者 有 左 孩 子 , 或 者 有 
HEF (REMAN RAR T LAER). 
子 节点 可 以 是 656， 也 可 以 是 c。 因 此 ， 如 果 &a 
是 根 节点 ， 有 4 种 可 能 的 二 叉 树 。 同 样 ， 如 果 
6 或 是 根 节点 ， 那 么 分 别 也 有 4 种 可 能 的 二 
叉 树 。 因 此 ， 共 有 12 种 可 能 的 二 又 树 。 

3. 根 节点 有 三 种 可 能 性 : a. 0 xx c. 
UA a 是 根 节点 ， 那 么 它 或 者 有 两 个 孩子 ， 
或 者 只 有 左 孩 子 ， 或 者 只 有 右 孩 子 。 如 果 a 
有 一 个 孩子 ， 那 么 a 的 孩子 还 可 以 有 左 孩 子 
或 者 右 孩 子 。 因 此 ， 如 果 a 是 根 节点 ， 那 么 
可 能 的 二 叉 树 有 5 种 形状 。 因 为 在 每 种 形状 
的 树 中 ,4 可 以 占 两 个 空位 中 的 任意 一 个 ， 
然后 < 占 剩 下 的 空位 。 所 以 ， 如 果 a wm 
点 ， 那 么 有 10 MAT REA — Wet, ARE. D 
b Ale 为 根 节点 的 二 叉 树 也 分 别 有 10 种 。 h 
以 ， 共 有 30 种 可 能 的 二 又 树 。 


e 


g 
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本 章 讨 论 组 合 数 学 的 话题 。 事 实 上 ， 本 
章 所 讨论 的 内 容 是 如 何 判定 在 特定 场景 下 可 
能 结局 的 数 日 。 这 种 情况 在 计算 中 很 常见 。 
例如 ， 我 们 可 能 希望 知道 有 多 少 种 计算 机 联 
网 的 方法 ， 或 者 可 能 希望 知道 一 组 特定 的 运 

会 产后 多少 种 可 能 的 结果 ,或 者 可 能 希望 
过 给 定 算法 所 需 的 运算 数目 来 确定 这 一 算 
法 的 效率 。 

RTRM, 本 章 只 给 出 组 合 数学 的 简单 
介绍 ; 读者 可 以 从 [1.L92] 获 取 更 多 的 练习 
WANT. i 8T PI JA [ Bol86 1], [ Eri96 ], 
[bru99] 或 LGri99] 获 得 组 合 数学 的 更 深入 的 
介绍 。 

我 们 首先 考虑 组 合 数学 学 习 中 的 基础 数 
AF PRC: YY SHE PRL 


阶乘 项 数 


13.1 
对 于 本 章 内 容 的 理解 至 关 重 要 的 阶乘 函 


& (factorial function) 的 定义 如 下 所 示 。 对 
THEE EL SRI n, n 的 阶乘 ( 记 作 nD 
义 为 

nl —1X2X3X..Xn 


n 的 阶乘 就 是 从 1 到 n 的 所 有 自然 数 相 


乘 的 结果 。 另 外 ， 对 于 特例 x 二 0， 我 们 约 
定 0! =l, 

当然 ， 也 可 以 给 出 如 下 所 示 的 阶乘 函数 
的 递归 定义 。 

Of =] 


11 二 1 
n! —nXn—D!, £€n»1 
例 13.1 3! 可 以 计算 如 下 。 
3! —3X2! 

—3X2X1! 


组 合 数学 


=3X2X1 
=6 C] 
MERKATO ABRE, TELA 
后 的 学 习 中 起 着 重要 作用 的 一 个 性 质 如 下 
所 示 。 





规则 13.1 对 于 任意 的 自然 数 w， 有 
(atl)! ni 门 
mn 

£j 13.2 

41 a g 


3! 

这 一 规则 的 更 一 般 的 形式 如 下 所 示 。 

规则 13.2 对 于 任意 的 自然 数 m 和 
n. Hà 


(nim)! = TI: " 


n! Lá 
例 13.3 ”如果 n-—7. m=3, BATA 
得 到 如 下 结果 。 
10! . 
ay = If 


练习 13.1 

















计算 下 列 各 题 。 


1 
2 
3. 5! 
4 


OT 





7, C—O 











练习 13.2. 考虑 练习 12.34, PRAY” 
Sil — THEE ACH n T DU G2» iE EH 
图 的 边 ( 包 括 环 ) 的 最 大 数目 的 公式 。 假 定 图 
中 没有 平行 边 。 LJ 
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下 面 是 二 项 式 系数 的 一 个 有 用 的 性 质 
_ . x te A RR nde 
13.2 二 项 式 系数 lu 对 于 + 的 自 2 
ry 


使 得 rn, OMR 


XE EL PRR n Mir, 
系数 OEM was o ig AE Ba 


| 
C7 a5 xm 
URN HET os 


对 象 中 取出 个 对 象 时 的 选取 种 类 。 

例如 ， 考 虑 一 次 包含 3 个 奖品 的 竞赛 ， 
奖品 分 别 是 汽车 、 房 子 和 驴 。 如 果 需 要 从 这 
3 个 奖品 中 选择 2 个 奖品 ， 那 么 有 三 种 可 能 
的 组 合 。 它 们 是 

L 汽车 和 驴 

2. 房子 和 了 驴 

;汽车 和 房子 

因此 ， 这 一 例子 的 二 项 式 系数 的 计算 如 
FRR AN 


本 质 上 ， 


3 31 
(= (3—2)! X21 


5j -方面 ， 如 果 需 要 从 这 3 个 奖品 中 选 
出 工 个 奖品 ， 那 么 这 时 的 二 项 式 系数 的 计算 
如 下 所 示 。 


(ain 
1/ (G—D! XII 


BESE — SB, MCA AIRE red 2 个 
奖品 的 可 能 组 合 数 为 
(=a (4 一 2)1 
2] (4—2)! X21 
— 24 
4 
一 6 














=) 
813.4 考虑 下 式 。 
四 
15 

根据 二 项 式 系数 的 定义 ， 


20! 
(20—15)! X15! 


由 算术 可 知 ， 它 与 下 式 相等 。 
201 

(20—5)! X5! 
最 后 ， 根 据 二 项 式 系数 的 定义 ， 
相等 。 

20 

(s) 

下 一 个 规则 说 明 ， 只 有 一 种 从 n 个 元 素 
中 选取 个 元 素 的 办 法 。 

规则 13.4 对 于 任意 的 自然 数 nn， 有 


()=1 口 
n 

9113.5. MRM 3 个 奖品 中 选取 3 个 
奖品 的 话 ， 那 么 只 有 一 种 选取 的 方法 ， 获得 
全 部 3 个 奖品 。 

接 下 来 ， 只 有 一 种 从 n 个 元 素 中 选取 0 
个 元 素 的 方法 。 

规则 13.5 对 于 任意 的 自然 数 n， 有 

n 

G= - 
例 13.6 如 果 要 从 3 个 奖品 中 选取 0 


这 与 下 式 相等 。 





它 与 下 式 












































个 奖品 ， 那 么 也 只 有 一 种 可 能 : 没有 得 到 奖 
最 后 ， 二 项 式 系数 满足 下 面 的 性 质 。 


规则 13.6 对 于 任意 的 自然 数 n for, 
使 得 nzl, 有 


(人 
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例 13.7 考虑 1= 王 5 H r3, ix B, RK 


们 和 希望 证 明 下 式 成 立 。 


GIG 


由 -项 式 系数 的 定义 ， 上 式 的 左边 等 于 


51! 


所 以 ， 结 果 为 10。 


Qe Sie hime Aw. WE 


4! 41 
21 x x3! 


上 式 义 等 于 
24 ,24 
4 6 
上 式 的 结果 为 6 十 4。 
因此 ， 等 式 的 两 边 相 等 。 
练习 13.3 计算 下 列 各 题 。 


"(0) 

«(] 

«() 
(i 
| 





| 

2 
1001 

s. [ ) 
1000 

练习 13.4 

练习 13.5 


练习 13.6 
练习 13.7 


cai 


证 明 规 则 13. 3, 
证 明 规 则 13. 4。 
证 明 规 则 13.5. 
帕斯卡 三 角形 


项 式 
































2 (Pascal's 


triangl) 是 -种 表示 二 项 式 系数 的 方法 ， 


C) M Blaise Pascal( 1623- 1662) 的 名 字 命 名 。 





它 基于 规则 13. 6。 帕 斯 卡 三 角形 的 前 三 行 
如 下 所 示 。 

l 1 

] 2 1 
第 一 行 表示 n 二 0， 第 二 行 表 示 n=l, = 
行 表 示 ”一 2。 另外 ,每 一 行 的 第 一 个 元 素 
表示 ~ 一 0， 第 二 个 元 素 表 示 "= 一 1， 第 三 个 


元 素 表示 一 2， 以 此 类 推 。 因 此 ， 这 一 表 
中 的 第 一 个 条 目 就 表示 "从 0 个 中 取 0 个 ”， 
第 二 行 的 各 条 目 分 别 表示 “从 1 个 中 取 0 个” 
和 “从 1 个 中 取 1 个 ”。 另 外 ， Med 
个 元 素 中 取 一 个 元 素 有 两 种 方法 。 这 一 条 目 
ud meus ctenaucne 
这 一 三 角形 的 结构 是 基于 规则 13.6 的 )。 除 
了 每 一 行 的 两 个 端点 之 外 ， 这 个 规则 对 所 有 
条 目 都 适用 ， 端 点 的 条 目 总 为 1( 这 些 条 目 
分 别 表示 r=0 Mr=—n), Alb. Blin, TE 
这 一 三 角形 上 再 加 上 一 行 ， 将 得 到 下 面 的 贴 


斯 卡 三 角形 。 
1 
1 1 
1 2 1 
13 3 1 
继续 给 出 帕斯卡 三 角形 的 下 三 行 。 口 





练习 13.8 考虑 练习 13.7 中 的 帕斯卡 
三 角形 ， 对 于 下 列 各 nr 的 数 对 ， 给 出 帕 
斯 卡 三 角形 中 的 相应 条 目 。 

l.n=3, r=2 

2. n—4, r=2 

3. n—5, r=3 

4.n=6, r=3 

练习 13.9 参考 练习 13.7 中 的 帕斯卡 
三 角形 ， 计 算 下 列 各 题 。 























口 


13.3 计数 


计数 的 基本 原理 就 是 假设 有 --- 系 列 事 
件 ， 每 个 事件 都 有 车 十 种 不 同 的 产生 方式 。 
例如 ,假设 考虑 二 个 事件 e e Me e 
A n 种 不 同 的 产生 方式 ，e, 有 m 种 不 同 的 
PORN, eH n 种 不 同 的 产生 方式 。 那 
Bs CES. e, e 的 序列 可 以 有 ni Xm X 
n, 种 不 同 的 产生 方式 。 

例 13.8 假设 要 投掷 硬币 ， 然 后 再 投 
蜗 子 ， 然 后 再 从 一 所 牌 中 随机 抽取 一 张 牌 。 
第 一 个 事件 有 2 种 可 能 结果 ， 第 二 个 事件 有 
6 种 可 能 结果 ,第 三 个 事件 有 52 种 可 能 结 
AR. 因此， 这 个 事件 序列 的 可 能 结果 有 x 


因此 ， 存 在 6 种 可 能 的 结果 。 

在 更 一 般 的 意义 下 , 给 定 集 合 X. 
Xo, see, X. 有 

EO XX, XX X0 = TT HX) 

练习 13. 10 假设 在 一 个 特定 的 计算 机 
系统 中 ， 用 户 的 默认 电子 邮箱 密码 是 以 
DDMMYY 的 形式 给 出 的 用 户 的 生日 。 这 个 
系统 能 够 生成 的 不 同 密码 的 最 大 数目 是 多 


少 ? 














练习 13. 11 再 次 考虑 练习 13. 10 中 的 
系统 ， 如 果 知 道 所 有 用 户 都 是 在 某 个 四 年 间 
出 生 的 ， 那 么 这 个 系统 能 够 生成 多 少 个 不 同 
的 密码 ? 

练习 13. 12 假设 在 男 一 个 计算 机 系统 
中 ， 用 户 的 默认 电子 邮箱 的 密码 是 8 位 随机 
字符 串 ， 字 符 可 以 是 A..Z、a..z、0..9 中 
的 一 个 ， 而 且 开 头 的 字符 不 能 是 数字 。 那 
么 ， 这 个 系统 能 够 生成 的 密码 的 最 大 数目 是 
多 少 ? o 

练习 13.13 一 家 三 明治 店 提供 三 种 不 


























6X 52=624 fh, 

值得 注意 的 是 ， 这 里 事件 彼此 独立 这 一 
事实 是 十 分 重要 的 : 掷 出 一 个 正面 并 不 会 改 
变 投 出 6 RF AS BT RETE, TAREE HY 3 5 E 
子 也 不 会 增加 抽出 红心 Q 的 可 能 性 。 

计数 原理 与 第 卡 儿 积 的 元 素数 目 有 着 密 
切 的 关系 。 回 想 一 下 ， 给 定 两 个 集合 X 和 
Y， 笛 卡 儿 积 XXY 的 定义 如 下 所 示 。 

XXY-—irt Xi y? Ye(r, y)} 

MEE- FRE AY HY EL BO ee F 
式 给 出 。 

HCXXY)=(4X)X(#Y) 

例如 ， 给 定 下 列 集合 。 

Bread= (ff, Fite} 

Filling=\ KER, Si. 











吉 士 火腿 } 
有 
= (Bread X Filling) =2X 3 
=6 


同类 型 的 夹 馅 ! 鸡蛋 、 鸡 肉 和 金枪鱼 ， 还 提 
供 三 种 不 同类 型 的 面包 ， SHH, BER 
包 和 麦 壳 面包 。 这 家 三 明治 店 能 卖 出 多 少 种 
不 同类 型 的 三 明治 ? C] 

练习 13. 14 参考 练习 13.13 中 的 三 明 
治 店 ， 如 果 一 个 人 不 吃 动物 肉 类 食品 ,那么 
他 能 吃 的 三 明治 有 和 多少 种 (假设 金枪鱼 是 动 
物 )? 

















练习 13.15 在 一 次 网 球 联赛 中 ， 有 64 
名 选手 参加 男子 比赛 ，64 名 选手 参加 女子 
比赛 。 那 么 有 多 少 种 冠军 的 组 合 ? 口 





13.4 排列 


上 节 所 述 的 计数 所 关心 的 是 确定 一 系列 
事件 的 不 同 产生 方式 的 数目 ， 其 中 ， 假 设 事 
件 彼 此 相互 独立 。 本 节 我 们 讨论 排列 ， 这 里 
不 再 假设 事件 相互 独立 ， 主 要 关心 有 -一 定 关 
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联 的 对 象 或 事件 有 多 少 种 排序 方法 。 

例如 ,假设 有 如 下 定义 的 集合 Colour, 

Colour 二 {红色 ， 黄 色 ， 绿 色 } 

如 果 要 考虑 这 些 元 素 有 多 少 种 排序 方 
法 ,也 就 是 说 ， 关 心 的 是 Colour 的 元 素 的 
排列 ， 那 么 有 下 列 可 能 的 排列 结果 。 

红色 ， 黄 色 ， 绿 色 

红色 ， 绿 色 ， 黄 色 

黄色 ， 红 色 ， 绿 色 

黄色 ， 绿 色 ， 红 色 

RE., 红色， 黄色 

绿色 ， 黄 色 ， 红 色 
这 里 ， 显 然 不 满足 事件 独立 的 原理 : 如 果 选 
取 红 色 为 第 一 位 ， 那 么 它 将 影响 下 面 的 选 
取 ， 即 接 下 来 就 不 能 选择 红色 了 。 类 似 地 ， 
如 果 选 取 黄 色 为 第 一 位 ， 那 么 黄色 就 不 能 出 
现在 第 二 或 第 三 个 位 置 上 。 因 此 ， 可 能 的 排 
序数 由 下 式 给 出 。 

3x2xX1=6 

然 ， 结 果 就 是 31。 

给 定 n 个 对 象 的 集合 ， 这 些 对 象 的 任意 
编排 称 为 排列 (permutation)。 排 列 的 第 一 
个 对 象 是 ”个 对 象 中 的 一 个 ;第 二 个 对 象 是 
?一 ] 个 对 象 中 的 一 个 ; 第 三 个 对 象 是 2 一 2 
个 对 象 中 的 一 个 ; 以 此 类 推 。 因 此 ， 排 列 的 
所 有 可 能 的 数目 由 下 式 给 出 。 

nX (n-1)X (n- 2) Xe K1 
a 个 对 象 的 排列 数目 是 ”1!。 

丛 定 邯 个 对 象 的 集合 X， 可 以 使 用 序列 
PM X 的 排列 的 集合 。 

isi isea X | #s=#X} 

W139 假设 有 如 下 给 出 的 集合 
Friends, 

Friends (HEB, FHA. £988) 
ABA. Friends 的 排列 的 集合 如 下 所 示 。 

(HAE, FA. 4). AR, A 
88. JRA). FRA, MEE, 49D. CEI, 
249). PAGE). AR., HB. TRIAD. (Hj 
®. FFG, WAR} 





这 里 ， 有 6 种 可 能 的 排列 ( 即 3! —6). O 
任何 r<n 个 对 象 的 任意 编排 称 为 一 排 
J|, n 个 对 象 的 -排列 的 数目 记 作 P (n， 
r)， 其 定义 如 下 。 
Pon, r)—( 


n! 
n—r)! 


同样 ， quem 列 如 下 形式 地 定义 集 
aX 的 一 排列 的 集合 。 

{st iseq X | #s=r} 

例 13.10 再 次 考虑 如 下 给 
Colour, 

Colour 王 {红色 ， 黄 色 ， 绿 色 )} 
如 果 和 希望 考虑 Colour 中 的 两 种 颜色 的 排列 ， 
那么 将 得 到 如 下 结果 

CLE, EOD. (AE, RH), 0X 
E, AE), (RE, Rf), (RA. A), 
GRÉ. MEO 
这 里 ， 有 





出 的 集合 


一 6 [] 
5113.11. 下 式 给 出 含有 10 个 元 素 的 
集合 的 3- 排 列 的 数目 。 


EM 
(10—3)! 





P(10, 3)= 


一 10X9X8 
=720 
练习 13.16 FAL B, C, D, Ef 
排列 有 多 少 种 ? = 
练习 13.17 
1. FERAL B. C, D, Ef 2 个 字 
母 的 排列 有 多 少 种 ? 
2. FRA, B.C, 
母 的 排列 有 多 少 种 ? 
3. FS A, B. C, D, E pia he 
母 的 排列 有 多 少 种 ? 口 














D, Eni 3 个 字 
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练习 13.18 一 次 宴会 上 有 12 NR iB. 
0 BO. BEACH Bb BP HES 2 c] 
练习 13. 19 ”一 场 赛 马 中 有 10 FOE 
加 比赛 ， 前 二 名 有 奖 ， 获奖 的 排列 有 多 人 少 
fh? [1 
练习 13.20 -KEREK 10 把 椅子 
OW. BEAS 个 人 参加 宴会 ， 那么 座次 的 
编排 有 和 多少 种 排列 ? L1 
练习 13.21 8 个 选手 参加 竞赛 ， 只 
3 个 人 能 获得 不 同 的 奖 ， 那么 获奖 者 的 排列 
有 多 少 种 ? g 


13.5 组 合 


在 13.4 节 中 ， 我们 看 到 集合 {红色 ， 黄 
E. 绿色 } 有 6 种 排列 ， 在 那里 ， 顺 序 是 很 
ERW. HM., GAE., 黄色 ， 绿色) 与 ( 绿 
色 ， 黄 色 ， 红 色 ) 是 不 同 的 排列 。 另 一 方面 ， 
给 定 集合 的 元 素 的 组 合 (combination) 是 一 种 
与 顺序 无 关 的 对 象 的 选取 : 一 个 组 合 就 是 一 
组 对 象 ， 与 对 象 的 顺序 无 关 。 例 如 ， 红色、 
黄色 和 黄色 、 红 色 是 取 自 集合 {红色 ,黄色 ， 
绿色 ;的 等 价 组 合 。 组 合 是 本 节 的 主题 。 

n 个 对 象 的 集合 的 斑 组 合 是 该 集合 的 一 
ro fU". n 个 对 象 的 集合 的 组 合 的 数目 
记 作 C(xw，r)， 其 定义 如 下 所 示 。 

Cn, »=(") 


" 

与 使 用 序列 定义 集合 X 的 排列 一 样 ， 
可 以 使 用 集合 如 下 定义 -组 合 。 

ist =X Zs—r) 

例 13. 12 和 集合! 红色， 黄色， 绿色 } 的 
2- 组 合 的 集合 如 下 所 示 。 

elie. KE). LET. 绿色 )，{ 黄 
f&. f) 
为 外 ， 有 


3 
ca. 2=(,) 
2 





P 13 ¥ 
| 8! 
It X2! 
一 3 = 
$113.13 含有 10 个 元 素 的 集合 的 3- 
组 合 的 数目 的 计算 如 下 。 


10 
cao, =ù, ) 
3 
_ 101 
7! X31 
_10X9X8 
3 
= 120 
练习 13.22 证 明 下 式 成 立 。 
P(n. r) 

















Can, n= 








r! 

练习 13.23 一 副 标 准 的 扑克 牌 有 52 
张 牌 ， 从 这 样 的 一 副 牌 中 选取 下 列 牌 数 时 ， 
各 有 多 少 种 组 合 ? 

1.51 

2. 50 

3. 49 

练习 13.24 一 个 口袋 中 有 6 个 不 同 颜 
色 的 球 。 如 果 从 中 取出 3 TR. 那么 有 多 少 
种 组 合 ? 口 

练习 13.25 考虑 字母 的 集合 {A，B， 
C. D, E), 

1， 这 个 集合 的 2 个 字母 的 组 合 有 多 少 种 ? 

2. 这 个 集合 的 3 个 字母 的 组 合 有 多 少 种 ? 

3. 这 个 集合 的 4 个 字母 的 组 合 有 多 少 
种 ? 口 

练习 13.26 一 次 宴会 上 有 12 MW, 
要 喝 8 瓶 ， 有 和 多少 种 组 合 ? 

练习 13.27 一 次 赛马 中 有 10 po Jm 
比赛 ， 前 三 名 有 奖 ， 获 奖 的 组 合 有 多 少 种 ? 









































练习 13.28 一 次 宴会 上 有 10 把 椅子 ， 

有 5 个 人 参加 寞 会 ， 就 座 情况 有 多 少 种 组 合 ? 
口 

练习 13.29 有 8 个 人 参加 竞赛 ， 只 有 

3 个 人 能 获得 不 同 的 奖 ， 有 多 少 种 获奖 者 的 
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组 合 ? 





13.6 WHA 


树 形 图 可 以 使 我 们 形象 地 列举 出 一 系列 
事件 产生 的 不 同 可 能 性 (假设 每 个 事件 都 有 
有 限 种 产生 方式 )。 

例如 ， 考 虑 一 个 掷 硬币 并 选取 一 个 非 零 自 
然 数 的 游戏 ， 在 此 所 关心 的 是 所 选取 的 自然 数 
的 奇偶 性 。 这 一 游戏 的 可 能 结果 如 下 所 示 。 






iz Mit 







ii 


这 里 ， 有 四 种 可 能 的 结果 : 掷 出 正面 且 选 取 
奇数 ; 掷 出 正面 且 选 取 偶 数 ， 掷 出 反面 是 选 
取 奇 数 ， 掷 出 反面 且 选 取 偶数 。 这 些 结果 可 
VA VRBE REOR . 

注意 ， 我 们 并 不 关心 这 些 不 同 结果 间 的 
相似 性 ， 只 是 列举 出 不 同 的 可 能 性 。 还 要 注 
E. 我们 只 对 有 限 个 事件 构造 树 形 图 ， 而 且 
每 个 事件 都 有 有 限 种 产生 方式 。 

例 13.14 集合 Bread 8 Filling 的 定 
义 如 下 。 

Bread = (E, HE) 
Filling= (KB, Hck. WEKE 
不 同 的 面包 和 不 同 的 夹 馅 产生 不 同 的 三 明治 

组 合 ， 如 下 所 示 。 





i IUS 





利用 计数 可 以 确定 一 系列 相互 独立 的 事 
件 的 可 能 结果 的 数目 ， 而 利用 树 形 图 能 够 可 
视 化 地 表示 这 些 结 果 。 

练习 13. 30 考虑 一 个 从 一 副 标 准 的 扑 
克 牌 中 抽取 一 张 牌 ， 然 后 再 掷 一 枚 硬币 的 游 
戏 。 如 果 抽 取 的 牌 是 红心 或 黑 桃 而 且 搓 出 的 
是 人 硬币 的 正面 ， 那 么 玩家 就 获胜 ， 和 否则 玩家 
就 输 掉 。 用 树 形 图 表示 可 能 的 结果 。 口 

练习 13.31 考虑 -个 别致 的 双人 四 脚 
游戏 。 如 果 一 个 选手 双 腿 领先 ， 那 么 他 就 获 
胜 。 还 有 ， 如 果 比 分 是 2-2， 那么 平局 。 用 
树 形 图 来 列举 这 一 游戏 的 可 能 结果 。 口 

练习 13.32 戴 夫 周 五 晚上 或 者 去 参加 
派对 ， 或 者 待 在 家 里 。 另 外 ， 周 六 上 晚上， 他 
或 者 去 看 电影 ， 或 者 去 下 饭馆 ， 或 者 待 在 家 
里 。 用 树 形 图 来 表示 戴 夫 周 未 活动 的 可 能 性 。 

口 





13.7. 取样 


当 考 虑 树 形 图 时 ， 我 们 倾向 于 考虑 一 系 
列 相互 独立 的 事件 。 例 如 、 在 三 明治 的 例子 
中 , 夹 饮 的 选取 不 受 面包 选取 的 影响 。 另 
外 ， 掷 硬币 的 结果 也 不 影响 抽取 扑克 牌 的 结 
果 ( 也 不 受 抽取 扑克 牌 的 结果 的 影响 )。 这 些 
例子 是 计算 机 建 模 中 比较 典型 的 。 然 而 ， 在 某 
些 场合 ， 我 们 或 许 希 望 考虑 一 系列 事件 ， 这 些 
事件 中 的 某 一 个 事件 可 以 被 一 次 又 一 次 地 重 
复 。 练 习 13. 31 的 游戏 就 是 这 样 的 一 个 例子 。 
下 面 再 举 一 个 例子 ， 考 虑 下 面 的 树 形 图 。 





这 里 ， 掷 硬币 这 一 事件 发 生 两 次 。 当 然 ， 第 
二 次 掷 硬币 的 结果 与 第 一 次 掷 硬币 的 结果 是 
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独立 的 。 

现在 我 们 考虑 一 个 游戏 : 玩家 从 1 英 
镑 硬币 、5 使 士 硬币 、2 便士 硬币 中 选取 
两 枚 硬币 。 可 以 如 下 表示 这 一 游戏 的 可 能 
结果 。 


stil 





Sft |: 


这 里 ， 尽 管 第 二 个 事件 (随机 选取 硬币 ) 与 第 
一 个 事件 相同 ， 但 是 第 二 个 事件 的 可 能 结果 
直接 受到 第 一 个 事件 的 结果 的 影响 。 例 如 ， 
第 一 次 选取 了 1 英镑 硬币 ， 那 么 第 二 次 就 不 
能 青 选 取 这 枚 硬币 。 

-系列 事件 的 可 能 结果 的 集合 称 为 事件 
的 取样 空间 (sample space)。 有 两 种 取样 形 
I: 放 回 取样 (sampling with replacement) 和 
非 放 回 取样 (sampling without replacement), 
下 面 用 一 个 例子 来 说 明 它 们 之 间 的 区 别 。 

考虑 一 个 含有 三 个 球 的 口袋 ， 一 个 红 球 
( 记 作 r)， 一 个 黄 球 ( 记 作 y)， 一 个 绿 球 ( 记 
作 g)。 如 果 从 口袋 中 取出 第 一 个 球 ， 然 后 
在 不 放 回 第 一 个 球 的 情况 下 再 取出 第 二 个 
BR. 那么 有 六 种 可 能 结果 rg. ry. yr, 
35，&r，8gy。 这 是 非 放 回 取样 的 一 个 例子 ， 
可 能 结果 的 数目 由 PCx，x) 给 出 。 另 一 种 计 
算 这 种 可 能 性 的 方法 是 ， 考 虑 第 一 个 球 有 三 
种 取 法 ， 第 一 个 球 确定 后 ， 第 二 个 球 就 只 有 
两 种 可 能 取 法 了 ， 因 此 ， 有 3X2=6 种 可 能 
的 取 法 。 显 然 ， 这 与 P(3，2) 相 等 。 

现在 考虑 相同 的 场景 ， 但 是 ， 在 取出 第 
一 个 球 之 后 要 将 其 放 回 到 口袋 中 。 这 里 有 9 
种 可 能 的 结果 : rr. rg. ry . gr. Eg. 
87y，yr，yE，yy。 这 就 是 放 回 取样 的 一 个 
例子 ， 可 能 结果 的 数目 由 w 给 出 。 当 然 ， 


这 等 价 于 考虑 第 -~- 个 球 有 三 种 可 能 的 取 法 ， 
第 二 个 球 也 有 三 种 可 能 的 取 法 ， 央 此 有 3X 
3-9 种 可 能 的 取 法 。 

因此 ， 给 定 个 对 象 的 取样 空间 ， 如 果 
在 非 放 回 取样 的 情况 下 进行 r 次 取样 ， 那 么 
可 能 结果 的 数目 就 是 P(n,r)。 另 一 方面 ， 
如 果 在 放 回 取样 的 情况 下 进行 + 次 取样 ， 那 
么 可 能 结果 的 数 利 就 是 n. 

例 13.15 在 放 回 取样 的 情况 下 ， 如 果 
从 一 副 牌 中 随机 抽取 三 张 牌 ， 那 么 可 能 结果 
的 数目 由 下 式 给 出 。 

52X52X52=140 608 
另 一 方面 ， 在 非 放 同 取样 的 情况 下 ， 如 果 从 
一 副 牌 中 随机 抽取 三 张 牌 ， 那 么 可 能 结果 的 


数目 由 下 式 给 出 。 
52X51X50 一 132 600 口 
练习 13.33 一 个 委员 会 由 一 位 主席 、 


一 位 副 主席 、 一 位 财务 总 管 、 一 位 秘书 组 
成 。 现 在 ， 要 从 30 个 人 中 抽取 这 些 职务 的 
人 选 ， 每 个 人 只 能 担任 一 个 职位 ， 那 么 ， 这 
一 委员 会 的 组 成 有 多 少 种 可 能 性 ? 口 

练习 13.34 假设 有 练习 13. 33 所 描述 
的 委员 会 。 现 在 允许 兼任 ， 但 是 主席 不 能 兼 
任 ， 那 么 这 一 委员 会 的 组 成 有 多 少 种 可 能 
性 ? 口 

练习 13.35 考虑 上 面 练习 13.33 中 的 
委员 会 。 现 在 假设 任何 人 都 可 以 兼任 ， 那 么 
这 一 委员 会 的 组 成 有 多 少 种 可 能 性 ? [] 

练习 13.36 考虑 字母 的 集合 {A，B， 
C. D, E), 

l. 在 非 放 回 取样 的 情况 下 ， 从 这 一 集 
合 中 选取 2 个 字母 ， 有 多 少 种 方法 ? 

2. 在 非 放 回 取 样 的 情况 下 ， 从 这 一 集 
合 中 选取 3 个 字母 ， 有 多 少 种 方法 ? 

3. 在 非 放 回 取样 的 情况 下 ， 从 这 一 集 
合 中 选取 4 个 字母 ， 有 多 少 种 方法 ? 口 

练习 13.37 考虑 字母 的 集合 {A，B， 
C, D, E), 

l. 在 放 回 取样 的 情况 下 ， 从 这 一 集合 
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中 选取 2 个 字母 、 有 多 少 种 方法 ? 
2. 在 放 回 取样 的 情况 下 ， 从 这 一 集合 
中 选取 3 个 字母 ， 有 多 少 种 方法 ? 
3. 在 放 回 取样 的 情况 下 ， 从 这 一 集合 
中 选取 4 个 字母 ， 有 多 少 种 方法 ? 口 





13.8 附加 练习 


练习 13. 38 计算 下 列 各 题 。 


6 
(3) 
2 
10 
«(n 
8 
17 
«(U) 
14 


练习 13.39. 在 练习 13. H, RGE 
IET O~6 行 的 帕斯卡 三 角形 ， 写 出 第 7、8 
和 9 行 的 值 。 

练习 13.40 ZERAX YMZ. Ë 
H, #4X=4, #Y=5, SZ-—10. HX 
XYXZ WR, 

练习 13.41 考虑 一 把 由 四 位 数字 组 成 
的 密码 锁 ， 每 个 数字 的 取 值 范围 是 0 一 9。 
这 把 密码 锁 能 提供 多 少 个 密码 ? 

练习 13.42 假设 某 个 国家 的 车 牌号 是 
由 -个 字母 后 面 跟随 3 个 数字 后 面 再 跟随 3 
PFU ARM. LHRH EM BAS 
少 种 % 

练习 13. 43 假设 某 个 国家 的 邮政 编码 
是 由 商 个 字母 后 面 跟随 两 个 数字 后 面 再 跟随 
两 个 字母 组 成 的 。 这 种 类 型 的 邮政 编码 有 多 
少 种 ? 

练习 13. 44 

1. P(8, 4) 

2. P(10, 4) 

3. PC12, 4) 

练习 13.45 下 你 单词 中 的 字母 可 以 有 
多 少 种 组 织 方式 ? 

l. BASE 


计算 下 列 各 题 。 


2. FOOT 

3. BALL 

4. FOOTBALL 

5. BASEBALL 

练习 13. 46 计算 下 列 各 题 。 

1.C(8, 4) 

2.CQ0, 4) 

3.CU2, 4) 

练习 13.47 一 次 运动 会 有 6 个 队 参 
加 ， 把 这 6 个 队 分 成 两 组 ， 每 组 3 个 队 ， 有 
多 少 种 组 合 ? 

练习 13.48 一 次 测验 有 35 个 问题 ， 
而 试题 库 中 共有 50 个 问题 ， 问 有 多 少 种 问 
题 组 合 ? 

练习 13.49 一 次 测验 有 35 个 问题 ， 
而 试题 库 中 共有 50 个 问题 ， 问 有 多 少 种 问 
题 排 列 ? 

练习 13.50 集合 menu 的 组 成 是 ， 两 
HARK CAN): 两 道 主 食 ( 意 大 利 面 
条 和 和 鱼 ); 两 道 甜点 (冰淇淋 和 奶油 蛋糕 )。 
画 出 表示 所 有 可 能 的 食谱 组 合 的 树 形 图 。 

练习 13.51 一 个 性 格 测试 要 求 应 试 者 
从 10 种 性 格 特点 中 选择 3 种 最 适合 自己 的 
性 格 特点 ， 有 多 少 种 组 合 ? 

练习 13.52 一 个 性 格 测试 要 求 应 试 者 
从 10 种 性 格 特 点 中 选择 3 种 最 适合 自己 的 
性 格 特点 ， 有 多 少 种 排列 ? 

练习 13.53 考虑 数字 4、7 和 9。 

l. 在 放 回 取样 的 情况 下 ， 这 些 数字 可 


以 形成 多 少 种 两 位 数 ? 
2. 在 非 放 回 取样 的 情况 下 ， 这 些 数字 
可 以 形成 多 少 种 两 位 数 ? 


13.9 练习 解答 


13.1 
1.1 
2.6 
3. 120 








t. RNE EIN 
5. 1001 rl Xr)! 
6. 380 而 上 式 与 下 式 相等 ， 

1 
7. 380 n! 





Gi— Gi r))! Xar)! 


13.2 首先， 考虑 可 能 的 环 的 数目 。 如 果 图 然 ， 它 与 下 趟 相等 


有 ,个 质点 ， 那 么 它 最 多 只 能 有 个 环 。 
其 次， 考虑 一个 非 连通 图 的 边 的 最 大 数 NN 

H. CB CS OBA, ROTERES ys eee nem, qum. 有 

“最 连通 的 非 连通 图 *， 这 是 一 个 除了 一 个 孤 














H 1 
VLA TL ASh BE FEAR T A A AD 0 C-on 
图 。 例 如 ， 如 果 n=4. BACH 3 个 顶点 是 " 
彼此 相 邻 的 (共有 3 条 边 ) 。 另 外 ， 如 果 n= 一 Xa 
5， 有 14 个 项 点 是 彼此 相 邻 的 (共有 6 条 边 ) 。 _ nl 
公式 如 下 所 示 。 1Xn! 
n =l 
因此 ， 有 
13.3 "you 
i (2 (")= 
0 13.6 考虑 某 个 自然 数 n。 在 这 里 ， 有 
4 n 1 
2. | ]—1 — nio 
i) (,)= (2 一 0)1 KO! 
4 41 nt 
«Jor n! X1 
=4 =] 
4 4 41 因此 ， 有 
(= 3! X1! ("\=1 
=4 0 
m 4! 13.7 
"7s xm 1 
—g 1 1 
- 1 2 1] 
(jo 1001! 1 3 3 1 
1000 It X1000! 1 4 6 4 l 
=1001 1 5 10 10 5 | 
| 1 6 15 20 15 6 
13.4 考虑 (")， 它 与 下 式 相等 。 13.8 
n! 1.3 
Gir). Xr 2.6 
ION E dd AB dde fH. Db. ES FR 3. 10 


相等 。 4. 20 
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13. 9 . 120 

1.2] l 

2. 35 = 120 

3. 35 13. 18 

4.2] | P(12， D= y 
13.10 假设 每 个 月 最 多 有 31 X. FFA ' 
12 个 月 而 年 的 取 值 范围 在 00 — 99, FB LG 


4 4i 
31 X12 1007737 200 


=19 958 400 





种 可 能 的 组 合 : 13. 19 

13.11. 假设 在 四 年 中 进行 选择 ， 那 么 有 P10, 3) = 10 
31X12X4-—1 488 " 

种 可 能 的 组 合 。 = T 


13.12. 可 能 的 组 合 数 为 一 720 
52X62 一 183 123 959 522 816 


13. 20 
13.13 可 能 的 组 合 数 为 
10! 
3x329 POO, = 315—551 
13. 14 ”可 能 的 组 合 数 为 101 
0X3=0 51 
13.15 ”可 能 的 组 合 数 为 —30 240 
64: 64--4 096 13. 21 
13.16 可 能 的 组 合 数 为 8! 
PG, 3)=> 
PO, 5) = ———— 
(5—5)! 8! 
_ 120 M 
1 = 336 
= 120 13. 22 
13.17 
` n 
5! Cn, n={ ) 
vas m4: r 
1. PC5, 2) (8—2)1 
= nl 
_ 120 Gir! Xr! 
6 Soon ol 
—20 Gr—r)! yr! 
2. PO, 32m LLL -PGo. Dx 
(5 一 3)1 r! 
_ 120 _ P(n, r) 
2 r! 
一 60 13. 23 
3. PG, 4)=— 2 C2. 5p - 22 
3. PO, : G-p] sh hoes D (:.) 
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MT 
ir xsl! 
一 52 
52 
2, C652, 50)=| ) 
50 
_ 52! 
2| X501 
— 82X51 
j 
—1 326 
52 
3. CG2, =| ) 
49 
0 52! 
31 X491 
_52X51X50 
6 
一 22 100 
13. 24 
6 
CC, »-( 
3 
61 
^31 X3! 
720 
36 
=20 
13. 25 
1. C, 2)=( ) 
_ 91 
(O31 X2! 
—10 
5 
2 C6, »-[ ) 
3 
91 |. 
“oT X3] 
=10 
5 
3. CC, o= ) 
4 
_ 9! 
0]! X4! 


13. 26 


12 
Caz, $-[ ) 
8 


13. 27 


| A21 — 


T 
-— 495 


4! X8! 


10 
C10, "| . | 
2 


13. 30 


10! 
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A od HF 
13. 31 
13. 32 
"P 17) — ]71 
参加 派对 3. (Ts xin arn 
= 680 
13.39 帕斯卡 三 角形 的 第 7 行 如 下 所 示 。 
1 7 21 35 35 21 7 1 
13. 33 帕斯卡 三 角形 的 第 8 行 如 下 所 示 。 
30xX29X28X27-657 720 1 8 28 56 70 56 28 8 | 
13. 34 帕斯卡 三 角形 的 第 9 行 如 下 所 示 。 
30X29X29X29—731 670 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 
13. 35 13.40 XXY XZ WH 4Xx5x10 给 出 ， 
30 X 30 X 30 X 307—810 000 ESF 200, 
13. 36 13.41 可 能 的 密码 数 为 
1.5X4=20 10'=10 000 | 
2. 5X4 X3— 60 13. 42 可 能 的 车 牌号 数目 为 


26 X 10* X 26° —456 976 000 
13.43 可 能 的 邮政 编码 的 数目 为 

26° X 10° X 26 —45 697 600 
13. 44 


2.585 X5= 125 8! 
X 


5x5-—625 L PG, N= Er 


3. 54X3X2-120 





AE 





200 
8! 13. 46 
(4! 8 
LaxTXEXS LEB 9 一 人 
=] 680 _ 8! 
>p 10! 4! X4! 
2. P10, D= 110 —41 — 70 
10! 10 
二 到 六 2.C(10, 4)= 
6! 4 
=10X9X8X7 101 
—5 040 261 X1! 
121 =210 
yj ! 
PO2, 4) pI i2 
2 3. CO2. o=, | 
5! 121 
-]12X11X10X9 208) X4! x4! 
—]1 880 = 495 
13. 45 13.47 不 同 组 合 的 数目 由 下 式 给 出 。 
. 有 41 种 组 织 这 些 字母 的 方法 ， 它 等 (- 6! 
F24, 3/ 31 x3! 
2. 有 A1 种 组 织 这 些 字母 的 方法 ， 但 是 — 720 
它们 中 两 两 一 样 (交换 两 个 O 的 位 置 对 所 生成 » 
的 字母 序列 不 产生 影响 )， 因 此 ， 这 些 字母 有 n 
13.48 ”不同 组 合 的 数目 由 下 式 给 出 。 


au. 

4. 这 些 字 母 有 8! 种 组 织 方法 。 但是， 
这 些 字母 中 有 两 个 L 和 两 个 OO， 交换 两 个 
或 者 交换 两 个 O 的 位 置 对 所 生成 的 字母 序 
列 不 产生 影响 。 因 此 ， 这 些 字 母 有 


2] s eT! 080 
种 不 同 的 组 织 方法 。 

5 这些 字 母 有 81 种 组 织 方法 。 但是， 这 
HES AEA BIS BL WA A 和 两 个 L， 交 换 两 
TB. Bit A 或 者 两 个 1 的 位 置 对 所 生成 的 字 
苹 序 列 不 产生 影响 。 因 此 ， 这 些 字母 有 

! 
种 不 同 的 组 织 方 法， 


=5 040 


(2)= 501 
35 15! X35! 
13.49 不 同 组 合 的 数目 由 下 式 给 出 。 
50! _ 950! 
(5035)! 15! 
13. 50 
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UK tik 
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Wha DO 
组 合 数 由 下 式 给 


10 
cao, 3»=| ) 
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13. 51 


B13 = 
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= 000! | —]0x9x8 
TY x3! =720 
DOTÉ 13. 53 
ME L 在 放 回 取样 的 情况 下 ， 有 3X3 一 9 
种 可 能 性 。 


13. 52 排列 数 由 下 式 给 出 。 


_10! 


P10. 3) 71 


2. 在 非 放 回 取样 的 情况 下 ， 有 3X2=6 
种 可 能 性 。 





第 14 章 


本 章 使 用 若 十 实例 来 展示 如 何 将 前 面 所 
述 的 技术 应 用 于 各 种 类 型 的 系统 的 建 模 以 及 
推理 。 这 些 例子 大 小 、 复 杂 度 不 同 ， 但 是 都 
利用 了 “抽象 ”的 威力 。 我 们 将 重点 放 在 进行 
建 模 所 需 考 虑 的 方方面面 。 


14.1 程序 变量 的 建 模 


在 高 级 程序 设计 语言 中 ， 变 量 用 于 保存 
变化 的 对 象 的 值 。 例 如 ， 在 特定 的 应 用 中 
current temperature 的 值 也 许 被 初 始 化 为 
21， 但 是 这 个 值 可 能 随时 发 生变 化 ;当然 ， 
如 果 程 序 认 为 当前 的 温度 足够 重要 ， 那 么 我 
们 就 会 希望 交 量 的 值 根据 实际 的 值 而 变化 。 
而 如 果 这 一 程序 的 可 靠 运 行 依赖 于 当前 温度 
的 精确 表示 ， 那 么 我 们 就 会 希望 随时 更 新 它 
的 值 。 

可 以 考虑 包含 所 有 可 能 的 变量 名 的 类 型 
VARIABLE 。 为 简单 起 见 ， 这 里 只 考虑 类 
型 为 N 的 变量 ， 即 NN 包含 变量 可 以 取 的 所 
AM RETA. ABA, 可 以 如 下 定义 函数 
value, 

value: VARIABLE >N 

我 们 假设 ， 只 有 所 考虑 的 程序 中 声明 了 
VARIABLE 的 元 素 才 出 现在 value 的 定义 
mp, 

另外 ， 我 们 还 假定 所 有 变量 都 初始 化 
为 0。 


一 种 程序 设计 语言 
在 此 ， 我 们 使 用 含有 以 下 结构 的 一 种 小 
型 程序 设计 语言 。 
* declare, 可 以 使 用 这 一 语句 声明 变 
量 ， 每 个 变量 在 使 用 之 前 必须 加 以 
声明 。 例 如 ，declare (x) 声 明 变 


应 用 实例 


Hx. 
zrite， 使 用 特定 值 来 更 新 特定 变量 
WAR. BI. writeCz, 4) 3€ 8] JH 
4 来 更 新 变量 x 的 内 容 。 
* read; 读 取 特定 变量 的 值 。 例 如 ， 
read (xX) 返回 x 所 关联 的 值 。 
。 swap; 交换 两 个 变量 的 内 容 。 例 
如 ，swap (XT，y) 交 换 x My K 
内 容 。 
另外 ,我 们 分 别 用 begin 和 end 来 标识 
程序 的 开始 和 结尾 。 
练习 14.1 RR value 的 初始 值 是 什 
a? 
练习 14.2. 形式 地 说 明 语 名 declare(x) 
对 value 所 产生 的 作用 (假设 在 此 之 前 没有 

















声明 r), [J 
练习 14.3 下 面 的 语句 对 于 value 可 能 
产生 什么 影响 ? 


l. write(r, 4) 
2. write(x, readCy)) 
3. swap(x, y) O 
练习 14.4 给 出 函数 value 在 下 面 程序 
的 每 个 语句 后 的 值 。 
1. begin 
2. declare(x) 
. declare( y) 
. declare(z) 
. write(x,. 1) 


3 
4 
5 
6. writeCy, 2) 
7. write(z, 3) 
8 
9 





.swap(r, y) 
.swaply, z) 
10. end 口 
练习 14.5 ”使 用 命题 逻辑 表示 下 列 


陈述 。 





ETE 





l .+ 的 值 与 > 的 值 相同 。 
2. tia WN 3. ABA y 的 值 为 2。 
fir WAM y 的 值 均 为 0， 那 么 一 

定 没有 声明 过 s. 

4. 若 具 声明 了 Hv. BA 
SEXY r 的 值 。 

5 和 > 相等 当 旦 仅 当 它们 的 值 都 
为 0。 E 

练习 14.6 使 用 谓词 逻辑 表示 下 列 
陈述 。 

1， 所 有 值 不 为 0 的 已 声明 变量 的 值 都 

至 少 为 10。 
2. 所 有 声明 了 的 变量 都 有 不 同 的 值 。 
3. 至 少 有 一 个 值 为 0 的 已 声明 变量 。 
"mE 一 个 值 大 于 x 的 已 声明 变量 。 

5. 车 存在 一 个 值 不 为 0 的 已 声明 变量 ， 
那么 所 有 已 声明 变量 的 值 都 不 为 0。 

练习 14.7 通过 公理 定义 来 定义 一 个 
序列 ordered. ordered 列 出 程序 中 使 用 的 
所 有 变量 ， 使 它们 按 在 程序 中 的 取 值 成 递减 


y 的 值 不 


























顺序 排列 。 O 
练习 14.8 定义 递归 函数 add, add 
给 出 ordered 中 的 所 有 变量 的 值 的 和 。 





练习 14.9 4E X. 3 A ER double, 
double 产生 一 个 序列 ， 该 序列 的 元 素 依次 
为 ordered 的 各 元 素 的 值 的 两 倍 。 因 此 ， 例 
A. YT 

value {r> 3, ye2, zm Í} 
那么 

double(r, y, 





z)—4(6, 4, 2) 
练习 14. 10 使 用 结构 归纳 法 证 明 下 式 
成 立 ， 
add ( double ordered) = 2 X (add 
ordered ) 























14.2 元 搜索 引擎 


对 于 所 有 使 用 万 维 网 的 人 来 说 ， 搜 索引 
筷 是 众所周知 的 概念 :目前 流行 的 Yahoo, 


Lycos, Alta Vista 等 网 站 接受 用 户 的 查询 ， 
Ss. Kika ALG. LP RAE 
几 百 万 个 与 查询 相关 的 万 维 网 网 页 的 链接 列 
表 。 元 搜索 引擎 则 做 的 更 多 :元 搜索 引擎 接 
受 查 询 ， 将 查询 提交 给 一 -系列 搜索 引擎 ， 整 
理 各 搜索 引擎 返回 的 结果 ， 对 这 些 结果 按 某 
些 标 准 进行 排列 ， 并 将 元 搜索 的 结果 提交 给 

这 样 的 系统 是 理想 的 形式 建 模 系统 。 

下 面 ， 我 们 假设 URL. 表示 所 有 网 站 地 
址 的 集合 . 而 ENGINE 表示 所 有 搜索 引擎 
的 集合 。 


14.2.1 使 用 集合 建 模 


考虑 下 面 的 情景 。 元 搜索 引擎 将 查询 提 
交 给 了 三 个 不 同 的 搜索 引擎 ，S1、S2 和 
S3， 并 得 到 下 面 的 结果 。 

SI S2 S3 
www. xyz. com www. abc. com www. xyz. com 
www. lmn. com www. fgh. com www. lmn. com 
www. abc. com www. xyz. com 


www. fgh. com 


当然 可 以 用 集合 来 表示 每 个 搜索 结果 
搜索 引擎 S1 返回 4 个 结果 ，S2 返回 3 个 结 


AUR Ril 2 个 结果 。 可 以 如 下 用 集合 来 
表示 一 信 息 o 
Sl = { www.xyz.com. www. Imn. com, 


www. abc. com. www. fgh. com} 
S2 = { www.abc.com. www.fgh. com, 
www. xyz. com) 
S3= (www. xyz. com, www. Imn. com) 
现在 考虑 将 什么 提交 给 用 户 。 可 以 决定 
只 提交 列 在 同时 出 现 于 SI. S2 和 S3 中 的 
网 址 ， 这 是 三 个 集合 的 广义 交 。 也 可 以 决定 
提交 至 少 出 现 于 S1、S2 和 S3 中 的 一 个 集 
合 的 网 址 ， 这 是 三 个 集合 的 广义 并 。 
练习 14.11 计算 Sl1、S2 和 S3 的 广义 
AX. g 
练习 14.12 计算 S1、S2 和 Sa 的 广义 
并 。 g 
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14.2.2 使 用 序列 建 模 


可 以 假定 S1、S2 和 S3 所 表示 的 结果 


的 顺序 很 重要 : 第 一 个 结果 与 用 户 的 查询 最 
匹配 ， 第 二 个 结果 与 用 户 的 查询 次 死 配 ， 等 
等 。 为 此 ， 也 许 用 序列 来 表示 这 一 信息 更 
4f. Dig. 下面 给 出 的 信息 表示 比 上 述 的 信 
E Aon HW GIA 
Sl (www. xyz. com, www. Imn. com, 
www. abc. com. www. fgh. com) 
S2-— (www. abc. com. www. fgh. com, 
www. xyz. com? 
S3= (www. xyz. com, www. lmn. com) 
练习 14.13. SI 是 单 射 序列 吗 ?S2 m 
S3 义 如 何 呢 ? C 
练习 14.14. 计算 下 列 各 题 。 





l. reverse S2 
2. # tail S3 
3. head tail S1 
4. C91 7^ $2) P Cran S3) 
. ran((S1~S2) ` Cran S3) a 
练习 14.15. 假设 有 序列 SI. S2 和 
S3， 使 用 谓词 逻辑 写 出 下 列 陈述 。 
I. 若 一 个 网 址 出 现 于 S1， 那 么 它 一 定 
出 现 于 S2, 
2. 没有 同时 出 现 于 S1 和 S2 的 网 址 。 
3. FE SLP, Wht u HB BUT POE v 之 
Wi. MPH «Ho 都 出 现 于 S2， 那么 在 S2 中 
u 同样 出 现 于 之 前 。 
4. 若 一 个 网 址 出 现 于 SI 的 位 置 1， 那 
ZEW AEM BL S2 和 S3 的 相同 位 置 。 C] 


14.2.3 使 用 关系 建 模 


到 此 为 止 ， 我 们 把 S1. S2 和 S3 看 成 
相互 独立 的 对 象 ， 不 论 它们 是 用 集合 还 是 用 
序列 表示 的 。 通 过 使 用 关系 ， 可 以 把 各 搜索 
引擎 的 信息 组 合 在 -- 起 来 决定 元 搜索 引擎 的 
综合 结果 。 





la 


假设 有 类 型 ENGINE (使 得 如 Sl € 
ENGINEP) 以 及 类 型 URL (使 得 如 www. xyz. com 
EURL)， 可 以 如 下 定义 关系 result € ENGINE 
«seq URL , 
result = {Sl www. xyz. com, 
www. lmn. com. 
www. abc. com, 
www. fgh. com), 
SZ (www. abc. com, 
www. fgh. com, 
Www. xyz. com), 
S3H( www. xyz. com, 
www. lmn. com?) » 
练习 14.16 假设 result 是 上 面 所 给 的 
关系 ， 计 算 下 列 各 题 。 
1. dom result 
. ran result 
U (s: ran result * ran s) 
. result^ 
. result( | (S2) 1) 
. (S1) X result 
7. result E 1s: 


D C! 4 C N 


seq URL | www. fgh. com 





€ ran s} 

练习 14. 17 
类 关系 ? 

练习 14.18 说 明 如 何 通过 集合 描述 从 
result 构造 下 列 集合 。 

1. (82, S3) 


2. (Sl > (www. xyz. com, www. lmn. com, 


result 是 同类 关系 还 是 异 














www. abc. com, www. fgh. com?! 
3. (S1 www. xyz. com, S25 www. 
abc. com, $3 £2 www. xyz. com} 


4. { www. xyz. com > Sl. www. abc. com 





> S2, www. xyz. com> S3) 
练习 14.19 result E RAUB? E 
练习 14. 20 计算 下 列 各 题 。 
l. result S1. 
2. result OD (ei 


result ej 














dom result * e > tail 
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3. result£P e; dom result * ei tail Cresult 





e ]V (www. xyz. com, www. abc. com})} E] 
练习 14.21 result BH? 是 满 射 
zr " 


14.2.4 继续 讨论 


从 各 个 搜索 引擎 得 到 结果 
擎 的 下 -个 任务 是 决定 将 哪些 结果 按 什么 顺 
序 ( 当 我 们 关心 顺序 时 ) 提 交 给 用 户 。 有 两 个 
途径 可 以 考虑 ， 一 个 途径 是 使 用 集合 
义 ， 另 一 个 途径 是 使 用 序列 来 定义 。 

第 一 个 途径 

第 一 个 途径 不 关心 提交 给 用 户 的 结 iin 


后 ， 元 搜索 引 


顺序 ， 只 考虑 搜索 引 敬 提供 了 什么 信息 ， 然 
后 根据 给 定 MuR He ac A 


用 户 。 需 要 提交 的 结果 可 以 通过 若干 规则 获 
得 。 而 且 ， 这 些 规则 可 以 用 集合 描述 来 形式 
地 表示 。 
例如 ， 我 们 也 许 希 望 考虑 那些 所 有 选 定 
搜索 引擎 的 结果 中 都 出 现 的 网 址 。 这 一 规则 
可 以 如 下 描述 。 
meta={u: URL | (Vei dom result + 
u€ ran e)} 
假设 result 为 如 下 所 给 的 函数 。 
result {S1 (www. xyz. com, 
www. lmn. com, 
www. abc. com, 
www. fgh. com), 
S2 (www. abc. com, 
www. fgh. com, 
WWW. xyz. com), 
S3 œ< www. xyz. com, 
www. lmn. com) } 
那么 , 这 将 导致 取 值 为 { www. XyZ. com} 
的 集合 meta, 
练习 14. 22 
规则 。 
L 只 考虑 SI 和 S2 同时 返回 的 网 址 。 


用 集合 描述 刻画 下 列 


2. 只 考虑 S1, S2 和 S3 中 至 少 一 个 返 
ME 
只 考虑 这 样 的 网 址 ， 它 是 至 少 一 个 
aime 吉 果 中 的 第 一 个 网 址 。 
只 考虑 这 样 的 网 址 ， 它 是 至 少 两 
ARASA UH. 
». 只 考虑 S1 的 结果 中 的 前 三 个 网 址 。 
6. 只 考虑 S1、S2 和 53 的 结果 中 的 前 
三 个 网 址 。 Cl 
练习 14.23 result 有 如 下 值 。 
result = VS] (www. xyz. com. 
www. Imn. com, 
www. abc. com, 
www. fgh. com), 
SZ (www. abc. com, 
www. fgh. com, 
www. xyz. com), 
S3 (www. xyz. com. 
www. lmn. com?) 
给 出 练习 14. 22 各 题 中 的 meta, L] 
第 二 个 途径 
第 一 个 途径 只 考虑 向 用 户 提供 哪些 网 
址 ;进一步 精 化 的 途径 要 求 我 们 考虑 提交 给 
用 户 的 结果 的 顺序 。 因此， 我 们 要 求 结果 是 
网 址 的 序列 ， 而 非 网 址 的 集合 。 
例如 ， 可 以 根据 每 个 搜索 引擎 返回 的 位 
置 为 各 网 址 设置 一 个 分 数 。 回 头 再 看 上 面 给 
出 的 例子 。 
S1 f S2 S3 


WWW. xyz. com 





www.abc.com www. xyz. com 
www.lmn.com  www.ígh.com www. Imn. com 
www.abc.com www. xyz. com 


www. fgh. com 


这 里 ,关于 S1, www. xyz. com 可 能 得 到 1 
点 ,www. Imn. com 可 能 得 到 2 点 ,以 此 类 推 。 
没 被 该 搜索 引擎 返回 的 网 址 则 得 到 某 个 默认 
值 ;在 此 假设 默认 值 为 100。 可 以 定义 一 个 函 
数 position, scores 来 完成 这 一 工作 。 position . 
scores 的 类 型 是 URL X ENGINE = o 





EON 实例 





Vu; URL; e; ENGINE* 
u € ran result(e)-» position. scores 
Cur e uni N | (result e)n7u) 
A 
u C ran result(e)=> position_scores 
Cu, e) =100 
例如 ， 
position scoresCwww. abc. com, S1)=3 
以 太 
Position_scores( www. xyz. com, $22—3 
其 中 ， 
position scoresCwww. fgh. com. S3) —100 
练习 14.24. 计算 下 列 各 题 。 
l. position scoresCwwrw. abc. com, S1) 
2. position scoresCwww. abc. com, S2) 
3. position, scoresCwww. abc. com, S3) 
CJ 
练习 14.25 TE position. scores 的 定义 中 
有 一 -个 隐 含 的 假设 ， 就 是 每 个 搜索 引擎 返回 
的 都 是 结果 的 单 射 序列 。 给 出 position. scores 
的 一 个 新 定义 ， 这 一 定义 不 依赖 于 这 一 假设 ， 
Vti FL. position scores 将 给 定 网 址 的 位 置 与 它 在 
给 定 序列 的 第 一 次 出 现 相 关联 。 
PRÉC position scores 以 搜索 引擎 为 基础 
来 表示 搜索 引擎 的 网 址 的 分 数 总 和 。 为 排列 
元 搜索 引擎 返回 的 网 址 ， 我 们 需要 一 个 类 型 
为 URL :的 函数 来 将 这 些 分 数 加 起 来 。 
可 以 如 下 定义 这 样 的 函数 。 

















scores: URL =N 
Vu: URL * scores(u) = 





M position, scores (use) 


e€ ENGINE 


使 用 上 面 的 水 数 和 如 下 所 给 的 result, 
可 得 下 面 的 结果 。 
result = {Sl (www. xyz. com, 
www. Imn. com, 
www. abc. com. 


www. fgh. com). 


S2 (www. abc. com, 
www. fgh. com, 

WWW. XyZ. com) , 

S31 (www. xyz. com, 
www. mn. com) ; 

scores = (www. xyz. com 2 5. 

www. lmn. com 2 104, 
www. abc. com > 104, 
www. fgh. com  106j 

练习 14.26 假设 result 为 如 下 结果 。 

result = {Sl (www. abc. com, 

www. fgh. com. 
www. mn. com. 
Www. xyz. com), 
S2 (www. fgh. com, 
www. xyz. com. 
www. rst. com, 
www. lmn. com). 
S3 r9(www. xyz. com, 
WWW. rst. com. 
www. abc. com, 
www. mn. com), 
S4 Plwww. fgh. com, 
www. lmn. com, 
Www. rst. com) } 

对 此 result, it scores, 

PE scores Mik 4 义 的 集合 描述 
meta 使 我 们 得 以 使 用 最 终 的 序列 向 用 户 提 
供 我 们 希望 提供 的 结果 。 可 以 确保 只 有 那些 
符合 由 meta 定义 的 标准 的 网 址 才能 出 现 于 
该 序列 。 而 月 ， 网 址 出 现 的 顺序 由 scores 的 
值 决定 。 通 过 公理 定义 ， 如 下 给 出 这 样 的 一 
^ RC GC 














finali iseq URL 
一 
ran final= meta 
A 


V m, n; dom final + m<n> 





scores final m<scores final n 





^F 
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练习 14. 27 再 次 考虑 如 下 给 出 的 孙 数 
result, 
result = iS] www. xyz. com. 
www. mn. com. 
www. abc. com. 
www. fgh. com). 
S2>( www. abe. com, 
www. fgh. com. 
www. xyz. com>, 
S3 HC www. xyz. com. 
www. Imn. com? ? 
HE IE IER AA HB scores, 
scores = | WWW. xyz. com F2 5. 
www. Imn. com > 104. 
www. abc. com > 104. 
www. fgh. com > 106] 
对 于 下 列 各 meta 的 定义 ， 确 定 相应 的 
Final 的 值 。 
1 只 考虑 SI 和 S2 同时 返回 的 网 址 。 
2. 只 考虑 S1、S2 和 S3 中 至 少 一 个 返 
侣 的 MN 
只 考虑 这 样 的 网 址 ， 它 是 至 少 一 个 
搜索 TO 
SS RRM MG, CRB wt 
mos 直 果 中 的 第 一 个 网 址 。 
9. Hg S1 的 结果 中 的 前 三 个 网 址 。 
6. RAE S1、S2 和 53 的 结果 中 的 前 
一 个 网 址 。 CJ 
练习 14.28 ”再 次 考虑 如 下 给 出 的 练习 
14. 26 中 的 result, 


result -- AS] 2 (www. abc. com. 





www. fgh. com, 
www. lmn. com, 
www. xyz. com), 

52 (www. fgh. com. 
WWW. XyZ. com, 
www. rst. com, 

www. Imn. com), 


S3 e www. xyz. com, 


WWW. rst. com. 
www. abc. com. 
|; www. Imn. com). 
S4 Fwww, fgh. com. 
www. lmn. com. 
www. rst. com?) 
以 及 相应 的 scores。 
scores = { www. abc. comb 204. 
www. fgh. com > 104. 
www. Imn. com> 13. 
www. rst. com > 108. 
www. xyz. com > 107? 
于 练习 14. 27 所 给 的 各 meta 的 定 
义 ， 确 定 相应 的 final 的 值 。 a 





14.3 用 于 栈 和 队列 的 序列 


所 有 计算 机 科学 专业 的 rA 熟悉 的 
两 个 数据 结构 是 栈 和 队列 。 结构 都 可 
以 用 序列 来 建 模 。 存 讨 Y MPH 
结构 建 模 之 前 ， 先 来 概述 一 下 这 两 个 数据 
结构 。 

栈 是 按 后 进 先 出 的 顺序 维护 数据 的 数据 
结构 : MP 
据 结 构 。 之 所 以 如 此 称呼 该 数据 结构 ， 
AES A REGE TR IBS dE Ca stack Da 
T. ERE, RT R—Ph—P He E. 当 
在 一 控盘 子 上 再 加 入 一 个 盘子 时 ， 它 被 放 在 
这 所 盘子 的 上 面 ; 当 拿 走 盘子 时 ， 从 这 摆 盘 
子 的 顶端 拿 走 盘子 。 

RE, RA + 个 基本 运算 符 ，pop、 
push, is empty Wl top, WAT pop MER 
项 的 元 素 ; 运算 符 push 向 栈 顶 讨 人 一 个 元 
R: 运算 符 s empty B RH RER A 
的 布尔 值 : 运算 符 top 返回 栈 顶 元 素 的 值 ， 
它 不 取 走 该 元 素 。 

例如 ， 假 设 有 如 下 所 示 的 自然 数 栈 。 

7 

9 





应 A E uu 





1] 
对 该 栈 运 用 pop 取 走 它 的 栈 顶 元 素 ， 作 用 
后 的 栈 如 下 所 示 。 

9 

11 

注意 .运算 pop 只 对 非 空 栈 有 定义 。 

癌 栈 中 床 和 5 得 到 下 面 的 结 

9 

E 

对 此 栈 运用 is empty 将 生成 值 false, 





进而 ， 对 此 栈 运用 rop 将 生成 值 5。 与 pop 
相同 ， 运 算 符 top 只 对 非 空 栈 有 定义 。 

练习 14.29 考虑 下 面 的 栈 。 

10 

12 

14 

给 出 对 此 栈 运用 下 面 各 运算 的 结果 。 

l. pop 

2. push (8) 

3. top 

4. is em pty o 

队列 是 按 先进 先 出 的 顺序 维护 数据 的 数 


据 结 构 : 最 先 加 入 队列 的 项 最 先 离开 该 队 
列 。 之 所 以 如 此 称呼 这 一 数据 结构 ， 是 因为 
它 令 人 想起 车 站 的 队列 。 在 那里 ， 人 们 一 个 
挨 着 一 个 地 排队 : 新 来 的 人 排 在 队列 的 尾 
部 ， 当 汽车 到 站 时 ， 人 们 从 前 依次 上 车 ， 从 
而 离开 队列 。 

与 栈 相 同 ， 队 列 有 4 个 基本 运算 符 ; 
is empty 和 first, im 
ff dequeue 取 走 队列 的 第 一 个 元 素 ; 运算 符 
enqueue 在 队列 的 尾部 加 入 一 个 元 素 ; 运算 
符 is empty 返回 表示 队列 是 否 为 空 的 布尔 
值 ; 运算 符 Sirsi 返回 队列 的 第 一 个 元 素 的 
值 ， 它 不 取 走 该 元 素 。 

作为 例 了 ,假设 有 如 下 自然 数 队 列 。 

7. 9, lI 
对 此 队列 运用 dequeue 取 走 它 的 第 一 个 元 


dequeue ~ enqueue, 


素 ， 留 下 下 面 的 队列 。 
9. 11 

在 队列 中 加 入 5 
9. 11, 5 

对 此 队列 运用 is. empty 将 生成 值 false。 进 

页。 对 此 队列 运用 first 生成 值 9。 


得 到 下 面 的 结果 。 


练习 14.30 考虑 下 面 的 队列 。 
10. 12. 14 

给 出 对 此 队列 做 下 列 运 算 的 结果 。 
l. dequeue 


2. enqueue C8) 
3. first 











4. is empty 

可 以 使 用 序列 给 出 栈 和 队列 的 形式 表 
示 。 首 先 考 虑 栈 的 形式 表示 。 

考虑 某 类 型 X 的 栈 集合 Stack X1. E 
此 ,假设 

Stack[ X] seq X 





因此 ， 例 如 (7，9、11) 表 示 如 下 栈 。 

7 

9 

11 
使 用 此 形式 描述 ， 运 算 符 pop 的 定义 如 下 
所 示 。 


Vs: Stack[ X] | sO 
因此 ， 例 如 ， 

pop(7, 9, 11249. 11) 
我 们 如 下 定义 push, 

Vs: Stack[ X]; x; Xe push(s, x) 


* pop s—tail s 


—(pD^s 
对 于 上 面 的 例子 ,这 一 定义 给 出 下 面 的 
结果 。 
push(<9, 11), 5)=(5, 9, 11) 


下 面 ， 使 用 下 面 的 谓词 定义 is empty , 

Vs: Stack X] * is_empty(s)@s=() 
BR. PAM rop 的 定义 如 下 所 示 。 

Vs: Stack[ Xj | sz + top s— head s 
例如 ， 


top(o, 9, 1125 





210 


S14 € 





练习 14.31 使 用 结构 归纳 法 证 明 下 式 
JA NL. 

Vs: StackL X]; v: 
rE Ss 

练习 14. 32 
14. 32 中 的 定理 。 

练习 14. 33 
nu 


is empty push( pops). top (s))) 


X * pop push(s, 


使 用 等 值 推理 证 明 练 习 














使 用 等 值 推理 证 明 下 述 














is_em piv(s) 
下 面 考虑 队列 的 建 模 。 用 Queue X 1 
REM X 的 队列 的 集合 ， 使 得 
Queue[ X ] seq X 
因此 ， 例如， 序列 (7?，9， 
队列 。 
7, 9, 11 
运算 符 dequeue 的 定义 如 下 所 示 。 
Vq: Queue[ X] | qz O0 
e dequeue q— tail q 


11) 表 示 下 面 的 


例如 ， 
dequeue(7, 9. 11549, 11) 
enqueue 的 定义 如 下 所 示 。 
Yq: Queue[ X]; z: X 
* enqueue(qs x)=q (x) 
例如 ， 
enqueue( (9, 11), 5)=(9, 11, 5) 
使 用 谓词 如 下 定义 is empty. 
Vq: Queue[ X] + is empty(q) Sq=() 
fn. first 的 定义 如 下 所 示 。 
Vq: QueueL X] | gO) 
* first q— head q 





例如 ， 
first(9, 11, 5» —9 
练习 14.34. 下 面 的 陈述 是 定理 吗 ? 
Yq: Queue [X]; zr: X + dequeue 
Cenqueue(q, 1))—q L] 
练习 14.35 ”使 用 等 值 推理 证 明 下 述 


定理 。 


Va: X * dequeuelenqueue( <). x)) 


=() m 
练习 14.36 使 用 等 值 推理 证 明 下 述 
定理 。 


Vq: Queue[ X]; xr. y: X * is empty 
(q)=> F enqueueCenqueue(q. x), y)=2 C] 


14.4 数字 电路 


布尔 代数 的 典型 应 用 当然 是 数字 电路 
(digital circuit)。 本 节 讨 论 布尔 代数 在 数字 
电路 的 应 用 。 关 于 本 话题 ， 感 兴趣 的 读者 可 
以 参考 [Men70]， 那 里 有 许多 本 话题 的 问题 
及 解答 。 

数字 计算 机 中 所 用 的 二 进 制 数 制 含有 两 
个 符号 : 0 和 1。 数字 计算 机 是 通过 传送 信号 
来 工作 的 ， 传 送 的 信号 只 能 取 两 种 值 ， 通 常 
使 用 二 进 制 数 制 的 两 个 符号 来 表示 这 两 种 值 。 

逻辑 门 回路 (logic gate circuit) 完 成 数 
字 计 算 的 任务 。 逻 辑 门 回路 由 一 组 输入 和 一 
个 或 多 个 输出 组 成 : 每 个 输入 取 分 别 用 0 和 
1 表示 的 两 个 状态 之 一 ， 同 样 ， 每 个 输出 也 
取 分 别 用 0 和 !1 表示 的 两 个 状态 之 一 。 逻 辑 
门 回路 由 逻辑 门 构成 。 就 像 我 们 将 要 看 到 的 
那样 ， 考 虑 由 三 个 逻辑 门 以 及 值 0 和 1 构成 
的 布尔 代数 。 需 要 牢记 的 是 ， 虽然 这 些 逻 辑 
门 对 应 于 物理 装置 ,但 是 我 们 关心 的 是 它们 
的 抽象 、 逻 辑 行为 ， 像 电力 供应 和 同步 等 技 
术 问 题 不 在 考虑 范畴 。 

第 一 个 逻辑 门 是 非 (NOT) 门 (有 时 称 为 
反 相 器 ) 。 这 一 数字 电路 接受 一 个 输入 ( 记 作 
xz)， 生 成 一 个 输出 ( 记 作 y) 。 下 面 是 非 门 的 


x | > y 


Kh, 若 输入 是 0， 则 输出 是 1。 反之， 车 
输入 是 1， 则 输出 是 0。 这 一 逻辑 门 对 应 于 
布尔 代数 的 取 补 运算 符 ， 即 y=. 





E 用 实例 
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(AND) 门 是 接受 两 个 输入 (x Av) 
生成 一 个 输出 (z) 的 数字 电路 。 下 面 是 与 门 


PAL AB 
X 


其 中 ， 若 输入 是 两 个 1， 则 输出 是 1。 否则， 
若 至 少 … 个 输入 是 0， 则 输出 是 0。 这 一 ; 
钳 门 对 应 于 布尔 代数 的 乘积 运算 符 ， 即 x= 
TE Vo 

或 (OR) 门 是 接受 两 个 输入 (x Py), 
生成 个 输出 (zx) 的 数字 电路 。 下 面 是 或 门 


的 图 示 。 
X 


Hop. Feb A-ha AGE. MAE 
否则 ， 若 两 个 输入 都 是 0， 则 输出 是 0。 这 
一 逻辑 门 对 应 于 布尔 代数 的 和 运算 符 ， 即 > 
=rby, 

练习 14.37 说明 值 0 和 1 以 及 非 门 、 
与 门 和 或 门 构成 布尔 代数 。 口 

当然 ， 由 于 这 些 人 逻辑 门 构成 布尔 代数 ， 
所 以 第 5 章 推导 出 来 的 规则 都 可 运用 于 惧 
HET) 

通过 组 合 上 述 三 种 网 辑 门 可 以 构造 复杂 
的 数字 电路 。 例 如 ， 两 个 与 门 的 输出 可 以 进 





一 步 成 为 另 一 个 或 门 的 输入 。 这 可 由 下 图 
BIN 
y 


这 -电路 有 14 个 输入 ; w, r. y Hz. WR 
1 个 输出 : v。 而 且 ， 这 一 电路 对 应 于 布尔 
Sk v 二 wr 十 yx。 

正如 计算 真 值 表 时 要 依次 考虑 每 个 部 分 
命题 一样 ， 计 算数 字 电路 的 可 能 输出 时 ， 要 
依次 计算 每 个 部 分 逻辑 门 。 为 求 上 面 电 路 的 


fi. AOR w AND x. 然后 求 y AND x, 
最 后 求 (w AND x) ORGy AND 2), 
练习 14.38 假设 有 上 图 所 示 的 数字 电 
路 。 对 于 下 列 输入 组 合 . 计算 输出 vo 
lw=0. r-—1l, y-—l. z=0 
2.w-—]l. r=], y-—0. z=0 
3.w=0. r=]. y—0. z=] 
练习 14.39 命题 +V» 可 以 用 数字 电 
路 中 的 x OR y Xn. AA. EH x Ale A 
vy 可 以 用 数字 电路 中 的 NOT + 和 x AND y 
来 表示 。 说 明 如 何 用 数字 电路 表示 c y 和 
y. 
考虑 上 面 表 示 (r AND y) OR (x AND 
>) 的 电路 的 一 个 变形 ， 其 图 示 如 下 所 示 。 












































X 


y 


X 


这 一 电路 由 三 个 门 组 成 : 两 个 与 门 和 一 个 或 
Ml. 回忆 一 下 ， 一 个 分 配 律 规则 指出 

x AND Cy OR 2) 

—Gr AND y) OR Gr AND z) 
因此 ， 下 面 的 电路 与 上 面 所 给 的 电路 等 价 。 


x 
y 
- v 


由 于 这 一 电路 只 含有 两 个 逻辑 门 ， 一 个 
与 门 和 一 个 或 门 ， 所 以 从 现实 和 物理 的 角度 
看 ， 它 比 原来 的 电路 更 好 。 这 是 因为 只 使 用 
两 个 逻辑 门 实现 它 需要 更 少 的 物理 空间 。 而 
上 且 ， 由 于 只 需 两 个 计算 ， 而 不 是 三 个 ， 所 以 
可 以 更 快 地 得 到 输出 。 由 此 可 见 ， 第 5 章 所 
学 的 布尔 代数 的 规则 以 及 第 3 章 所 学 的 等 值 
推理 技术 都 可 以 应 用 于 数字 电路 ， 这 非常 
ER, 


练习 14. 40 ”说 明 如 何 将 下 式 表示 的 含 
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4 7 个 邮 辑 门 的 电路 转换 成 含有 2 个 逻辑 门 
的 等 价 电路 。 

Cr AND OOR AND 1))ORCCNOT 
z) ANIXNOT y») 
练习 14.41 

ffr E, 
l. Gr AND WOR ANDONOT y)) 
fil 
» 
2. c ORC(NOT 2) AND 3)ORGNOT 
z)AND 30) 
Al 
r OR y E] 














证 明 如 下 电路 对 的 等 





14.5 学 校 数 据 库 


本 节 考 虑 如 何 使 用 函数 来 对 学 校 的 数据 
库 进行 建 异 。[Hay93] 含 有 运用 Z 的 一 系列 
相似 的 案例 研究 ， 感 兴趣 的 读者 可 以 参考 ; 
其 中 .2 是 构建 于 这 个 案例 研究 中 所 用 记 法 
的 一 种 形式 描述 技术 。 
首先 ， 介 绍 与 形式 描述 相关 的 集合 。 第 
-个 这 样 的 集合 (Teacher) 是 教师 的 集合 。 
类 似 地 ， 有 集合 Student, 假设 集合 Subject 
含有 历史 和 数学 这 样 的 元 素 。 还 假定 有 -一 个 
集合 Classroom, FE, RIU FEE 
合 Day, 
Duay 二 {星期 一 ， EW, PHZ, E 
期 四 ， 星 期 五 } 
假设 有 类 型 为 Day X Day 的 如 下 关系 
before , 
before 王 (星期 一 户 星 期 二 ， 星 期 一 卢 
星期 二 ,星期 一 卢 星 期 四 ， 
E-n EWE. EM 
星期 二 ,星期 二 户 星 期 四 ， 
星期 二 户 星期 五 ， 星期 三 卢 
EO. BW ew A. 
^£ 8j pui» £g HI m 
最 后 ， 集 合 Period 表示 每 天 可 能 有 课 的 课 


时 :假定 每 天 有 8 WR. 

Period —1..8 

B-A PRA ROR EE E 8 SUE a AOR RE 
的 集合 。 

teacher: Subject 

练习 14.42 WEBA teacher 是 单 
射 吗 ? C 

练习 14. 43. JH teacher 定义 下 列 集合 。 

l|. 地 理 教师 的 集合 。 

2. 教 一 门 以 上 课程 的 教师 的 集合 。 O 

Bü. RIE IS GRE chosen. subjects, 
X - PR ROR SEE ^E BR p fh 40] Hr re DR RR D 
集合 。 

chosen subjects: Student -FSubject 

练习 14.44 通过 公理 定义 说 明 如 何 将 
下 列 限 制 施加 于 chosen subjects, 

l|. 所 有 学 生 都 至 少 选 返 2 门 课程 .最 
多 选择 5 门 课程 。 

2. -- ATE EYE TE A CUR. 05 ELGUM fib 
既 没 有 选 历史 课 ， 也 没有 选 地 理 课 。 

3. 每 个 至 少 选 择 4 门 课程 的 学 生 必 须 

4. 以 上 限制 的 合 取 。 [] 

练习 14.45 使 用 已 有 的 函数 chosen 
subjects FU teacher $E X. eR taught. by, iX 
ER ROK REA 2% ^E Be ESL ES BEE ^E Bra 
课程 的 教师 的 集合 。 

练习 14.46 使 用 chosen subjects 定义 
下 列 集合 。 

1， 学 习 数 学 的 所 有 学 生 的 集合 。 

2. 刚好 选择 3 门 课程 的 学 生 的 集合 。 

3. 刚好 选择 3 门 课程 的 学 生 所 选 的 所 
有 课程 的 集合 。 = 

我 们 现在 考虑 教师 和 学 生 间 可 能 成 立 的 
两 个 关系 中 的 第 一 个 关系 。 每 位 教师 都 与 一 
个 辅导 小 组 相关 联 ， 辅 导 小 组 由 若干 名 学 生 
组 成 。 这 一 信息 由 函数 tutees KA, 

tutees; Teacher = Student 


练习 14.47 通过 公理 定义 说 明 如 何 将 


-> Teacher 























Am Xx 
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下 列 限 制 施加 于 wutees。 

L fr dl Ser NH fL 1530 名 学 牛 组 成 
(包括 15 人 和 30 AO, 

2. 没有 出 现 于 多 个 辅导 小 组 的 学 生 。 

3， 以 上 限制 的 合 取 。 o 

练习 14.48 使 用 teacher FI tutees 5E 
LPR tutor teaches, CH BES E E BRT BH 
他 们 的 辅导 教师 所 教 的 课程 。 t] 

练习 14.49 使 用 teacher, chosen _ 
subjects Hi tutees 定义 下 列 集合 。 

L 所 有 在 其 辅导 小 组 刚好 有 30 名 学 生 
的 辅导 教师 的 集合 。 

2. 至 少 辅 导 一 名 选择 5 门 课程 的 学 生 
的 辅导 教师 的 集合 。 

3， 所 有 序 倘 人，、 门 的 集合 ， 其 中 了 是、 
的 辅导 教师 及 :教授 * 所 选 的 一 门 课程 。 

现在 ， 我们 考虑 与 学 生 的 成 绩 相关 的 信 
E. HD PRR marks 来 表示 这 一 信息 。marks 
TESI Student X Subject AFF RRR A BA 

marks, Student X Subject >l; 

练习 14. S0 ”通过 公理 定义 说 明 如 何 对 
marks 施加 下 列 限 制 。 

L 每 一 门 课程 的 最 高 成 绩 是 100, 

2. 没有 多 于 5 门 课程 成 绩 的 学 生 。 

3. 以 上 限制 的 合 取 。 

练习 14.51 给 出 丽 数 mars 和 chosen. 
subjects 间 必 须 满足 的 关系 的 形式 定义 。 

练习 14.52 使 用 marks 定义 关系 best_ 
subject, 它 将 每 名 学 生 映 射 到 他 们 得 到 最 高 
分 数 的 课程 (可 以 是 复数 ) 。 J 

练习 14.53 ”使 用 集合 描述 定义 下 列 

1. 在 其 所 选 的 课程 中 至 少 有 一 门 过 50 
分 的 学 生 的 集合 。 
历史 课 和 地 理 课 都 超过 50 分 的 学 生 






































2. 
WER. | 

3， 其 辅导 教师 所 教 的 某 门 课程 过 50 分 
的 学 生 的 集合 。 


4， 每 个 学 生 都 过 50 分 的 课程 的 集合 。 














- 现在， 我 们 考虑 教师 和 学 生 间 的 第 二 个 
XR. PAB class 将 类 型 为 Subject X 
Teacher X Day X Period 的 多 元 组 映射 到 学 
ERRA. A. BM. class, te d. p) 
表示 教师 :在 星期 d 的 第 p 节 所 教 课 程 ; 的 
学 生 的 集合 ， 这 一 两 数 的 类 型 如 下 所 示 。 

class; Subject X Teacher X Day X 
Period ->¥ Student 

练习 14.54 通过 公理 定义 说 明 如 何 对 
class 施加 下 列 限制 。 

1. 没有 可 以 同时 在 不 同 地 方 的 学 生 。 

2. 没有 可 以 同时 在 不 同 地 方 的 教师 。 

3. 以 上 限制 的 合肥 。 

练习 14.55 陈述 下 面 消 数 对 应 该 满足 
的 关系 。 

l. class Fl chosen_subjects 

2. class 和 teacher 

3. class W marks 

练习 14.56 定义 一 个 函数 taught 
tutees， 它 把 给 定 教 师 ;映射 到 1 所 教授 且 辅 






































导 的 学 生 的 集合 。 
练习 14.57 使 用 集合 描述 定义 下 列 
集合 。 


1. 星期 一 的 第 一 节 教授 的 所 有 课程 的 
集合 。 
2. 星期 一 的 第 一 节 上 历史 课 的 所 有 学 
生 的 集合 。 

3. HE SERIES C. p) € Day X 
Period 的 集合 。 

下 面 ， 我 们 考虑 每 个 教室 的 位 置 ， 这 一 
信息 由 下 面 的 函数 classroom 表示 。 

classroom: Subject X Teacher X Period 














X Day > Classroom 

练习 14.58 通过 公理 定义 说 明 如 何 将 
下 列 限 制 施加 于 classroom, 

L 在 任意 给 定时 间 ， 一 位 教师 最 多 只 
能 在 一 个 教室 教 课 。 
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2. 在 任意 给 定时 间 ， 一 个 教室 最 多 只 
能 有 -一 位 教师 教 课 . 

3. Lii B p A AE. 

练习 14.59 PRE F PaO LIPS EH 
关系 。 


l. classroom 和 class 

















2. classroom 和 teacher L] 

练习 14.60 使 用 class 定义 下 列 函 数 。 

|. 给 定 教 师 、 课 时 和 日 期 返回 教室 
Io PR location, 

2. 将 每 一 位 教师 映射 到 他 所 教授 的 课 
Hy Be G AY PRA teaching periods, 














练习 14.61 ”使 用 集合 描述 定义 下 列 
集合 

l. 星期 一 的 第 一 节 被 占用 的 教室 的 
集合 


2. 上 历史 课 的 教室 的 集合 。 

3， 所 有 教室 都 在 使 用 的 序 偶 (4，p) € 
DayX Period 的 集合 。 LJ 

Wü. ded] BRR timetable. EH 
每 名 学 生 与 一 个 时 间 表 ( 即 -个 多 元 组 序列 ) 
相关 联 。 

timetable; Student — seq ( Period X 
Day X Subject X Teacher X Classroom) 

练习 14.62 通过 公理 定义 ， 说 明 如 何 
对 timetable 施加 下 列 限制 。 

1. 没有 学 生 的 关联 时 间 表 同时 含 两 个 
地 方 。 

2. 每 名 学 生 的 时 间 表 都 是 按时 间 排 列 
的 ， 即 星期 一 第 一 节 的 多 元 组 在 星期 一 第 二 
节 的 多 元 组 之 前 出 现 ， 以 此 类 推 。 

3， 每 个 学 生 的 时 间 表 中 最 多 有 5 门 课 
程 。 ] 

练习 14.63. 陈述 下 列 函 数 对 应 该 满足 
的 关系 。 


l. timetable 和 classroom 





2. timetable Ñ class 
3. timetable Al marks 
4. timetable Ñ chosen subjects 口 


练习 14.64 使 用 timetable 定义 下 列 
PR 

L 给 定 学 生 、 量 期 和 课时 ， 返 回教 室 
BU PROC student. location. 

2. 给 定 学 生 ， 返 回教 该 学 生 的 所 有 教 
师 的 集合 的 函数 teachers, 

3. 将 每 名 学 生 映 射 到 他 的 所 有 有 课 课 
BERE EI BERE taught. periods, Ci 

练习 14.65 使 用 集合 描述 定义 下 列 
集合 。 

l. 所 有 课时 都 有 课 的 学 生 的 集合 ( 注 
意 , 一 周 有 40 课时 ) 。 

2. 星期 一 第 一 节 有 课 的 学 生 的 集合 。 

3. 星期 一 第 -- 节 有 历史 课 的 学 生 的 集 


合 。 C 





14.6 知识 库 系 统 


从 计算 的 角度 看 ， 专 家 系统 领域 致力 于 
开发 表示 知识 和 特殊 领域 的 专家 的 经 验 的 计 
算 机 系统 的 研究 。 所 有 专家 系统 的 两 个 基本 
组 成 是 知识 库 和 推理 规则 集合 。 前 者 是 一 组 
已 知 的 事实 (特别 地 ， 一 组 真 谓 词 )， 而 后 者 
是 一 组 规则 ， 这 些 规 则 使 我 们 可 以 从 已 知 的 
事实 得 到 新 事实 (类 似 于 自然 演绎 的 规则 )。 
这 样 ， 用 户 可 以 对 系统 提出 查询 ， 而 系统 按 
知识 库 所 存储 的 信息 生成 回答 。 

下 面 给 出 一 个 简单 的 知识 库 系统 的 例 
子 。 首 先 ， 考 虑 下 面 的 事实 。 

capital QEN., BZ) 

currency EE, 2 BB) 

capital BAA, B5) 

currency GS KJ, BR) 

capital BRA, BMH) 

currency AREF, EEH) 

capital KAD, HERE ID 

currency( 澳 大 利 亚 ， 澳 元 ) 

capitual( 美 国 ， 华 盛 顿 ) 
currency( 美 国 ， 美 元 ) 





E 用 X fl 
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dives in RBR. PLB) 
origin KIRIK. 法国 ) 


lives in( ARK. BUESD 

origin (RS ay. EKA) 

lives in 安娜 ， 马 德里 ) 

origin 安娜， 加 拿 大 ) 

lives in & (ESI, th BRB 

origin ZWZ, 英国 ) 

lives in fü BR. ELAR AE) 

origin PEI, REL ADB) 

TEI. capital Cr. y) ER y 是 国家 
RES currency Cr. y ER y BHA 的 
货币 ; Hves inr. PRR x 住 在 城市 y; 
W origin re VRR x 是 从 国家 yy HH, 

查询 写成 

? — capital(a, b) 

这 一 查询 询问 系统 a 是 否 是 6 的 首都 。 如 果 
系统 可 以 断定 它 是 真 的， 那么 返回 trues B 
则 返回 false, Pon. 查询 

? —capital iE Eg, ER) 
返回 结果 true, 

练习 14.66 给 出 下 列 查 询 的 结果 。 

l. ? — capital( 澳 大 利 亚 ， 悉 尼 ) 

2. ? capital GE EN. R) 口 

构造 了 系统 的 知识 库 之 后 ， 现 在 就 可 以 
考虑 系统 的 推理 规则 了 。 这 些 推理 规则 使 我 
们 得 以 从 已 有 的 谓词 构造 新 谓词 。 

例如 ， 可 以 如 下 陈述 谓词 in 和 ca pital 
间 的 特殊 关系 。 

capital(xr, y)=>inly. x) 
在 此 ，in(y，X) 表 示 城 市 y 在 国家 工 。 如 果 
y 是 + 的 首都 ,那么 这 显然 是 成 立 的 。 因 
Jt. 例如，in( 巴 黎 ， 法 国 ) 返 回 真 ， 因 为 我 
们 知道 capital GE S]. 巴黎 ) 成 立 ， 而 由 上 
面 的 纺 含 式 ，in( 巴 黎 ， 法 国 ) 为 真 。 另 一 方 
面 ， 不 能 推理 in HIR, EN), AARE 
建立 这 谓词 真 假 的 信息 。 由 此 ， 系 统 给 出 
CALAN. TET) AMAA 

练习 14.67 根据 以 上 事实 和 推理 规 





则 ， 给 出 下 列 查 询 的 结果 。 

1.? 一 in( 马 德里 ， 西 班 牙 ) 

2.? — in LEE JE. 西班牙 ) 

3.? 一 in( 罗 马 ， 西 班 牙 ) 

练习 14.68 使 用 capital. lives, in, 
currency 和 origin， 定 义 表 示 下 列 谓词 的 推 
理 规则 。 

l.lives in. capital: lives, in. capital 
CORR x 住 在 首都 的 事实 。 

2. lives_in_home_country: lives in_ 
home country (2) Rm x [E TE ft B9 4H E 8] 

3. [Lives in. foreign country; lives in. 
foreign, country Cx) RIR x FEO RH 

4. spends: spends(x. y) #m x 在 他 
居住 的 国家 使 用 货币 y L 

练习 14. 69 计算 下 列 查询 的 结果 。 

1.7 一 Vives_in_capital( 伊 格 尔 ) 

2.? — lives_in_home_country( 伊 格 
尔 ) 

3.7 一 Lives_in_foreign_country( 伊 格 
尔 ) 

4.? — spends( 伊 格 尔 ， 里 拉 ) 

练习 14.70 对 于 练习 14.69 中 的 各 查 
询 ， 会 产生 一 些 错误 的 结果 ， 如 何 修 改 系统 
来 修正 这 些 错误 ? L] 

在 某 些 情况 下 ， 间 “ 伊 格 尔 住 在 首都 城 
市 吗 ?” 这 样 的 问题 不 合适 ， 而 应 该 向 系统 询 
问 在 系统 中 都 有 谁 住 在 首都 城市 。 为 了 做 到 
这 一 点 ， 作 为 参数 ， 可 以 传递 变量 (例如 
Z)， 而 不 是 值 (例如 ， 伊 格 尔 )。 在 这 样 的 
情况 下 ， 查 询 p(x) 将 返回 使 谓词 p 为 真 的 
x 的 值 。 

例如 ， 查询 

? — lives in capital( x) 
将 返回 结果 

c= BB 
































和 
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z= RIRIK 
也 就 是 说 ， 它 返回 满足 描述 x 的 条 件 的 所 
有 元 素 的 名 字 。 


练习 14.71 计算 下 列 各 题 。 

l. spends CZW. x) 

2. spendsCx, kk aE) 

3. spendsCx, y) 

4. lives in capitalCx) A lives in. 
home country Cx) 


5. Hives in capital(x) A lives in 





home countryCy) [] 


14.7 练习 解答 


14.1 初始 值 为 
value= Ø 
14.2 value 被 更 新 成 为 
valueU (x e 0} 
14.3 
l. value ZÈ valueCD(x e 4) 
2. value ERM valueCDGr value y) 
3. value 变 成 value CD Ex value ys y 
© value x} 
14. 4 
Ø 
{r0} 
tre 0, ye 0} 
{7 0, y 20, z0} 
5. iz r2 1, y 590, z0} 
6. irel, y 92, zo0)} 
7. 1x 31, y E92, 23} 
irr232. yel, 23} 
{ } 


iTe, yDP3, zi91 
0. {rH 2, ye 3, zœ 1} 
14.5 

l. value x — value y 


2. value x =3=>value y —2 





3. value x — 0 A value y —0-»z& 
dom value 

4. dom value = {x, y} > value x 之 
value y 


5. value x = value y €9 value x — 0A 


value y —0 
14. 67 

l. Vu: dom value | value vz£O * value 
vzlo 


2. V v, w: dom value ! vz£ w * value 
vz*value w 
3. Jv: dom value * value v —0 
4. d; vi dom value * value v2»value x 
9. du: dom value * value v#0> V v 
dom value * value v0 
14.7 
ordered: seq VARIABLE 
# ordered = :t value 
A 
ran ordered=dom value 
A 
Vm, ni dom ordered * m<n© 





value ordered m=value ordered n 


14.8 首先 ， 如 下 定义 函数 add, 
add(())=0 
add( (rx) \s)=value x t+add(s) 
由 此 ， add (ordered) 给 出 我 们 希望 的 结果 ， 
14.9 首先 ， 如 下 定义 函数 double。 
double(<)) =<) 
double (( x) ^s) = (2 X value xy 


^ double s 
Hi JH, double (ordered) 给 出 我 们 希望 的 
结果 。 
14.10 ”首先 考虑 基底 阶段 。 可 以 如 下 证 明 。 
add(double()) — add) 


O 需要 考虑 vatme= 作 的 特殊 人 情况。 后 面 解答 类 似 。 一 一 译 者 注 
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应 m X 
=0 
一 2X0 
—2X (add O) 
现在 ， 考 虑 归纳 阶段 。 归 纳 假 设 由 下 式 
给 出 。 


add Glouble 5) 2X (add s) 
V1 2 f E BY LE BA n F Bron. 
add GloubleCx) ^ s) 
=add( (2X valuex) t double s) 
= (2X value r) d add(double s) 
— (2X value x) -F C2 X (add sy)) 
—2X (value x d add s) 


—2X(addir?)^7 s) 
14. 11 

(1S1, S2, S31 — www. xyz. com) 
14. 12 

U i S1, S2. 
www. Imn. com, www. abc. com, www. fgh. com} 
14.13. 它们 都 是 单 射 序列 。 
14. 14 


S3] = (www. xyz. com, 


l. (www. xyz. com, www. fgh. com, 
www. abc. com) 

2.1 

3. www. lmn. com 

4. (www. xyz. com, www. Imn. com, 
WWW. XyZ. com? 

9. (Www. xyz. com, www. lmn. com} 
14. 15 

l. Vu: URL * u€ ran Sl=>u€ ran S2 

2. Vu: URL * u& ran Slf]ran S2 

3. Vu. vi URL | u, v€ran S1 * S17 
uS] vAu€ ran S2Av€ ran S2 S2^ u< 
S2'v 

4. Vu: URL * Sl^u-1—S2^ u—1A 
S3 u=] 
14. 16 

l. (S1. S2. S3) 


2. { {www,. xyz. con, www. lmn. com, 


www. abc. com, www. fgh. com). (www. 
abc. com, www. fgh. com, www. xyz. com? , 
(www. xyz. com, www. lmn. com) } 

3. (www. xyz. com, www. Imn. com, 
www. abc. com, www. fgh. com} 

4. (www. xyz. com, www. lmn. com, 
www. abc. com, www. fgh. com Sl, (www. 
abc. com, www. fgh. com, www. xyz. com? 
E» S2. (www. xyz. com. www. lmn. com? S3} 

5. i (www. abc. com. www. fgh. com, 
www. xyz. com) } 

6. (S1 ow ww. xyz. com, www. lmn. 
com, www.abc. com, www. fgh. com?) 

7. (S3 (www. xyz. com. www. Imn. 
com) } , 

14.17 它 是 异类 关系 。 
14. 18 

l. te: dom result | ez£S1] 

2. tes. dom result | e=Sl * e > result 
e) 

3. les. dom result * e head result e) 

4. les dom result * head result e We} 
14.19 ZW, CERK. 

14. 20 

l. (www. xyz. com. www. Imn. com. 
www. abc. com, www. fgh. com) 

2. (S1 (www. lmn. com, www. abc. 
com, www. fgh. com), S2 Pl(www. fgh. 
com, www. xyz. com?, S3 (www. lmn. 
com) } 

3. (S1 (www. abe. com). S2 (www. 
xyz. com), $3 (0)} 

14.21 它 是 单 射 , 但 不 是 满 射 。 
14. 22 

l. meta= (u; 

Nran result S2)} 


2. meta= (u; 


URL | u€ (ran result S1 


URL | u€ (ran result S1 
Uran result S2U ran result S3)) 


3. meta={e; dom result * head result e) 
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$14*3 





4. meta = lu; URL | (dei. e; EN- 
GINE | e, Æe * head result e, =u A head 


result es—u)) 


5. meta iu; URL | € 3i: 1..3 * (re- 


sult Sl)i=u)} 


6. meta=(u; URL; e; (S1, S2, S3); 


i; 1..3 | result e)iu * u} 
14. 23 
l. meta — (www. xyz. com. www. abc. 


com. www. fgh. com} 


2. meta = (www. xyz. com, www. lmn. 


com. www.abc.com, www. fgh. com} 
3. meta — { www. xyz com, www. abc. com} 


4. meta = í www. xyz. com} 


5. meta= (www. xyz. com. www. lmn. 


com, www. abc. com) 


6. meta = (www. xyz. com, www. lmn. 


com, www.abc.com, www. fgh. com} 


14. 24 


l. 3 

2. l 

3. 100 
14. 25 


Vu: URL; ei ENGINE. 


u€ ran result(e)-» position scores 


(us e)9Cun; N | Cresult e\n=u A 


Ym: N | Cresult e)m=u * mn) 


A 


u Ẹran result(e)=> position scores 


Cu, ¢)=100 
14, 26 
scores= { www. abc. com t 204, 
www. fgh. comb 104, 
www. Imn. com > 13, 
www. rst. com > 108, 


www. xyz. com > 107) 


14. 27 

1. (www. xyz. com, www. abc. com, 
www. fgh. com) 

2. (www. xyz. com, www. lmn. com, 
www. abc. com, www. fgh. com? z E (www. 
xyz. com. www. abc. com, www. Imn. com, 
www. fgh. com) 

3. Cwww. xyz. com, www. abc. com? 

4. (www. xyz. com) 

5. (www. xyz. com, www. Imn. com, 
www. abc. com) 8 4 (www. xyz. com, www. 
abc. com, www. Imn. com? 

6. (www. xyz. com, www. Imn. com, 
www. abc. com, www. tgh. com) R# (www. 
xyz. com, www. abc. com, www. Imn. com, 
www. fgh. com) 

14. 28 

l. (www. Imn. com, www. fgh. com, 
www. xyz. com) 

2. (www. lmn. com, www. fgh. com, 
Www. Xyz. com, www. rst. com, www. abc. 
com? 

3. (www. fgh. com, www. xyz. com, 
www. abc. com) 

4. (www. fgh. com) 

5. (www. Imn. com, www. fgh. com, 
www. abc. com) f 

6. (www. Imn. com, www. fgh. com, 


Www. XyZ. COD, WWW. rst. com, www. abc. 


com? 
14. 29 
l. 12 
14 
2. 8 
10 
12 
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EH X BI 
3. 10 [top 的 定义 」 
4. false Ohead s)O tail s= OÒ 
14. 30 [push HEX] 
1. 12, 14 es—0 [规则 10. 5] 
2.10, 12. 14. 8 Sis_empty(s) Lis empty 的 定义 ] 
3. 10 14.34. 不 是 定理 。 作 为 反例 ， 考 虑 g= (1， 
4. false 2) 及 r+ 二 3。 在 此 ， 有 
14.31 首先 考虑 基底 阶段 ， 其 证 明 如 下 dequeue(enqueue(q, x)0)7(2. 3) 
Wa | 它 显然 与 9 不同。 
ZIN o 
14. 35 
pop(push((), x)» — popCOr)) 


—0 
现在 考虑 归纳 阶段 ， 归 纳 假设 由 下 式 给 出 。 
boppush(s, r))=s 
可 以 使 用 归纳 假设 来 证 明 归 纳 阶 段 。 然 而 ， 
如 下 所 示 ， 也 可 以 不 用 归纳 假设 证 明 归 纳 
阶段 。 
poplpush((y) ss, x)) 
= pop KTD Oly Ts) 
=(y) Ds 
14.32 由 于 这 是 一 个 关于 序列 的 定理 ， 而 
序列 是 特殊 的 关系 ， 所 以 需要 证 明 下 式 
成 立 。 
(a. DE popCpush(s, ra, 5D €s 
可 以 如 下 完成 它 的 证 明 。 
Ca, 0)E pop push(s, x) 
a, D) € tail push(s, x) 
[pop 的 定义 ] 
Sla, DEtail(x)~s 
[push 的 定义 ] 
Slu, Es [taii 的 定义 ] 
14. 33 
is_empty(push( pop(s), top(s))) 
= push( pop(s), top(s)) — 0 
Lis empty 的 定义 ] 
= push(tails, 10p(s))= 0 
Lpop 的 定义 ] 
3push(tail s, head s)=() 


(a, 6) E dequeue(enqueue({), 32) 
(a, b) € dequeue x) 
Lenqueue 的 定义 ] 


ea, EQ [dequeue 的 定义 ] 
14. 36 
is_empty(q)=> st enqueueCenqueue(q, 
z), y)—2 


= is_empty(q) V x enqueue ( enqueue 
(q, x). y)=2 [规则 3. 18] 
= "is empty(q) V # enqueue(q ^ (x), 
y)=2 [enqueue 的 定义 ] 
= "is empty(g) V Hq 27 (yy)=2 
[enqueue 的 定义 ] 
= "is empty(g)V #g=0 
LERE] 
e is empty(g) Vq=) 
[5 的 定义 ] 
= "is empty(q) V is empty(q) 
[is empty 的 定义 ] 
Otrue [规则 3. 15] 
14.37 由 于 下 面 各 式 为 真 ， 所 以 值 0 和 1 
与 非 门 、 与 门 和 或 门 一 起 构成 布尔 代数 。 
rOR y=y OR x 
x AND y=y AND x 
x ORCy AND z) — (x OR y) ANDC xr 
OR >) 
x ANDCy OR 2) — Gr AND y) OR(z 
AND z) 
z ORO-—r 
z AND 1=x 
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+ OR(ONOT x) =1 

+ ANDONOT x) =0 
14. 38 

]. v0 

2. v= 

3. v50 
14.39 ”命题 >y 可 以 表示 成 如 下 形式 。 

(NOT DOR y 
MRT rem y 则 可 以 表示 成 如 下 形式 。 

CANOT DOR 32AND(OONOT VOR x) 
14.40 HX. 

(C2 AND OOR AND DOOR(CONOT 
S)ANDONO'T y)) 
等 价 二 

(0 ORCr AND 1))ORCNOT r) AND 
(NOT y)) 
而 它 义 等 价 于 

(0 OR 3)ORCONOT x) ANDONOT 32) 
这 4X 4T 

xr ORCINOT x) ANDONOT y)) 
通过 分 配 律 ， 它 等 价 于 

Cr ORCNOT DAND ORCNOT y)) 
由 于 x OR NOT z 等 价 于 1， 这 一 电路 等 价 于 

x OR(ONOT y) 


14. 44 
l. 


| chosen subjects; Student 7 Subject 


V s: dom chosen subjects * 


chosen subjects; Student >F Subject 


V s: dom chosen subjects * 


humanities € chosen subjects sO 





{历史 ， 地 理 } chosen subjects s — Qf 


14. 41 
]. Gr AND VOR ANDONOT 30) 
=r ANDCy ORCNOT y)) 
=r ANDI 
=r 
2. z OR((CNOT x2) AND y) OR 
CNOT zd) AND y)) 
=r ORCy AND CNOT r) OR 
(NOT z))) 
= (7 OR y)ANDCx ORCONOT x) 
OR(NOT z))) 
—CGr OR VAND OR(NOT 2:2) 
OR(NOT z)) 
=(7 OR YANDA ORCNOT z)) 
—(r OR y) AND 1 
=(2 OR y) 
14.42. 不 一 定 。 考 虑 历史 课 和 地 理 课 由 
Teacher 的 同一 子 集 教 授 的 情况 。 在 这 种 情 
OUP. teacher 不 是 单 射 。 
14. 43 
l. tt; Teacher | tC teacher H} 
2. (ts. Teacher | (45,5 s2: Subject * 
s1 Æs: A t€ teacher s, At€ teacher s.)} 


# Cchosen subjects s)2=2 A 3$ Cchosen subjects s) «5 





A MA ES 
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chosen subjects; Student 7? Subject 





Vs; dom chosen subjects * 


+ (chosen subjects 02224 BCE € chosen. subjects s 


chosen subjects: Student —* Subject 








Vs: dom chosen subjects * 


V s: dom chosen subjects * 


AX FE chosen subjects se 


V s: dom chosen subjects + 





14. 45 
taught, by = isi Student + s  U ran 


Clchosen subjects s) -3teacher)) 


14. 46 
l. (5: Student | XF € chosen subjects 
sj 
2. is: Student | 4 Cchosen. subjects s) 
一 3) 


3.18: Subject | (Jax: Student * # 
Cchosen_subjects x) 23A s€ chosen_ 
subjects x)} 
14. 47 
l. 


tutees: Teacher >F Student 
Vs: ran tutees * #52215 A & sxc30 


2 
e. 





| tutees; Teacher >? Student 


Vs. ¢: dom tutees | sÆt * tutees s 门 
| tutees t = Ø 


{历史 ， 地 理 ) Co chosen subjects s = Ø 


z (chosen_subjects s) 222 A st (chosen_subjects s) «5 


+ (chosen_subjects s) ZzA— RUF € chosen subjects s 


tutees; Teacher >F Student 


Vs: ran tutees * t 2215 A # s30 
A 
V s, t: dom tutees | sÆt * tutees s 


(\tutees t = Ø 





14. 48 
tutor teaches— is; Student; xi Subject; 
t: Teacher | s € tuteest A t € 


teacher x * (s, x)} 


l. {t: Teacher | # Gutees t) — 30) 

2. it: Teacher | (35i Student» s€ 
tuteest 人 & (chosen subjects s) =5)} 

3. (s, Teacher | (Ja; 
Subject * x € chosen subjects s Nt€ 


Student; t: 


teacher x A sC€ tutees t)) 
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14. 50 14.51 
1. Vis: Student; t; Subject * t€ chosen 
marks: Student X Subject = subjects s(s, t) € dom marks 
v n; ran marks * n<100 14. 52 
best subject = isi. Student; x: Subject 
2. ' Cs, x) € dom marks A CV y: 
marks; Student X Subject 1 Subject | (s, y) € dom marks * marks 
Vs: Student * x ixi Subject | (s, x) (s+ 7) marks(s, y)» 
- 、 14. S3 
€ dom marks} <s l. fs: Student | ( Jx: Subject + 


marks(s. r)2250)) 


3. 2. {s: Student | marks(s, Jj sh) >50 
marks: Student X Subject =Ù] Amarks(s, 83822550] 
Vn: ran marks * n<100 3. (5: Student | C Ix: Subject; t: 
A 


Teacher * s€ tuteest At € teacher x A marks 
Vs: Student * & (xri Subject | (s, x) (s, 3223509) 





€ dom marks} <5 4. (s: Subject | (War: Student * (x, s) 


€ dom marks=>marks(xr, s)2250)) 


14. 54 








class: Subject X Teacher X Day X Period > Student 


Vs: Student; di Day; pi Period + 
Fix: Subject; t; Teacher * s€class(x, t, d, p? 
V 
“Aa: Subject; ti Teacher * s€class(x, t, d, p) 








- 


class; Subject X Teacher X Day X Period ^F Student 


Vt: Teacher; di Day; pi Period» 
Jis: Subject * (s, t, d, p) € dom class 
V 
“As: Subject * (s, t, d, p) € dom class 





应 用 xod 





3. 


class; Subject X Teacher X Day X Period >- Student 


(V si Student; di Days pi Period * 
jux: Subject: ti Teacher * s€ classGrs ts d, p) 
V 
Cz: Subjects tı Teacher * s€ classCrs t. d, p)) 





^ 

(Vii. Teachers di Day: p: Period * 
dis: Subject * (s, t. d, p) € dom class 
V 
TAs: Subject» (s, t. d, p) € dom class) 





14. 55 
l. Vs: Student; xi Subject * x € chosen. subjects s Jd: Day; ti; Teacher; pi 
Period * s€class(xz, t. d, p) 
2. V t1. Teacher; xi Subject + t€ teacher z Jd: Days pi Period * (x, t, d. p)€ 
dom class 
3. V si Students xi Subject + (s, x) € dom marks Jt: Teacher; di Day; p: 
Period * s€ classCx. t, d. p) 
14. 56 
taught tutees— (ti. Teacher * t eGutees t(] 6s: Student | (dd: Days pe Period; x: 
Subject * s&class(x, d, t, p))})} 
14. 57 
l. is: Subject | (At; Teacher * (s, t, RÉBH—, 1)€ dom class) 
2. is: Student | (3t: Teacher * sC class Bg, 1， 星期 一 ，1)))} 
3. id: Day; p: Period | (At: Teacher * (历史 , t, d, ph € dom class?) 
14. 58 
l. 


classroom; Subject X Teacher X Period X Day > Classroom 








Vor. y: dom classroom * 
z. 25y. 2 Ar. 3 =y. 3 Ar. 4= y. 4 


x= y A classroom x —classroom y 


tw 


classroom: Subject X Teacher X Period X Day — Classroom 








Vor. y: dom classroom * 
r.3— y. 3 Ax. 45 y. A A classroom x — classroom y= 


wv. 24.2 








classroom; Subject X Teacher X Period X Day > Classroom 








Vir. v: dom classroom * 
e2=y.2Aa3=y.3 Ar. 4=y. 4 
r=yAclassroom x classroom y 

Vor. vi dom classroom * 
x.3- y. 3 Aa. 4= y. AA classroom x —classroom y> 


T.2y.2 





l. dom classroom = dom class 
2. Vr: Subject X Teacher X Period X Day * 


or € dom classroom a. 2€ teacher x.1 


|l. location — (x: dom classroom * (x. 2, 2.3, r. 49S classroom x} 


2. teaching periods (t; Teacher * t 98 (x1 dom classroom | x. 2—1)) 


ir: dom classroom | x. 3—1 A x. 4— RH — * classroom x} 
2. ix: dom classroom | x. 1— Bj » classroom x} 
3. id: Days p: Period | (V ci Classroom * Js; Subject; t: Teacher *classroom(s. 
6 p. d)=c)} 
14. 62 
l. 


timetable; Student 一 seq ( Period X Day X Subject X Teacher X 
Classroom) 


Ys: Student * Vx, y: ran timetables * x. 1— y. 1 Az. 2=y.2>7=y 


timetable, Student — seq C Period X Day X Subject X Teacher X 


Classroom) 


Vs: Student * Yx, y: dom timetable s * 
TAL yes 
(CCrimetable s x). 2, (timetable s y). 2) € be fore) 
V 
CGimetable s x). 2— (timetable s y).2 A 
(timetable s x). 1<(timetable s y). 1) 
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timetable; Student 一 seq ( Period X Day X Subject X Teacher X 


Classroom) 





Ys: Student» £ fr: 


14. 63 


ran timetables * y, 31 S5 


l. Vs; Student; x; Period X Day X Subject X Teacher X Classroom * x € ran timetable s 


classroom Cr. 3. x.4. rel, 2 2)= 27.5 


2. M si Student; x; 
Es E classlar. 3. a. 4, 0.2. cr. D 


Period X Day X Subject X Teacher X Classroom * 


xr € ran timetable s 


3. Vs: Students x; Period X Day X Subject X Teacher X Classroom * x € ran timetable s 


es, a. 3) € dom marks 


4. Vs; Student; x: 
er. 3€ chosen subjects s 
14. 64 


l. student, location = (s; 


Period X Day X Subject X Teacher X Classroom * r € ran timetable s 


Student; di Day; pi Period; c; Classroom | Jy: ran 


timetable s * y. J—pA y.2—d N y.5c* (s, d, DOC 


2. teachers = (si Student * sia: 


3. taught, periods is; 


14. 65 
lL. is: Student | € (timetable s) —40) 
2. is: Student | (Ja: ran timetable 


s*zr.l1—1lAx. 2= 星 期 一 )} 

23 i$: Student | C Ja: ran timetable 
s*r.1—1Az.2— RHI— Ax. 3— Jio! 
14.66 ”第 一 个 查询 返回 结果 false. 而 第 二 
个 查询 返回 结果 true, 

14.67 ”第 一 个 查询 返回 结果 true, 第 二 个 
查询 返回 结果 false、 因 为 系统 中 没有 表明 
巴塞 风 那 在 西班牙 的 信息 。 同 理 ， 第 三 个 查 
询 返 回 结 果 false。 

14. 68 


l. fives_in€x, y) Acapital(z, y) 





lives in capital(x) 
2. lives, in(x, y) A origin(z, z) A in 
Cy. 2)=>lives_in_home_country(x) 
3.lives in Cx, y) A origin( x, xz) 人 


in€y, 2)=>lives_in_foreign_country(x) 


ran timetable s * r. 4}} 


Student * s 8 (ran timetable s)} 


_in Cr. vy) A inCy. z=) A 
currency(z, w)=>spends(x. w) 
14.69 正如 我 们 希望 的 那样 ， 第 一 个 查询 
的 回答 是 false。 第 二 个 查询 返回 结果 false， 
因为 根据 in 的 定义 ， 系 统 无 法 推出 威尼斯 
在 意大利 。 根 据 in 的 定义 ， 第 三 个 查询 返 
回 结果 true( 系 统 不 能 确定 威尼斯 在 意大利 ， 
所 以 得 出 威尼斯 不 在 意大利 的 结论 ) 。 最 后 ， 
同样 根据 in 的 定义 ， 第 四 个 查询 返回 结果 
false。 
14.70 需要 添加 下 面 的 事实 。 

in( 威 尼斯 ， 意大利 ) 

in( 布 里 斯 班 ， 澳 大 利 亚 ) 


4. lives 


和 

in ERKE. 美国 ) 
添加 到 知识 库 中 也 是 合理 的 。 
14.71 

1. r= HEEE 
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2. 7 二 安娜 

3. = KIRIK. y= TE BB 
= APR OK. y= HEL 
w= ER, v= te ES 
w= FBI v= RIC 
r= HA. y= Xx 


4..c— IRI 

9. = BORRAR. y= BURR 
t= BRAK. y—DURUR 
7 二 安娜 ，y 王 皮 埃 尔 
c= SUB. y= FAR AR 
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